BCNO0402-15 — Fungoes de uma Variavel - UFABC, 2026.3
Aula 2 — Regras de derivacao
18/09/2026 - Stewart, Cdlculo, vol. 1, Secoes 3.1 e 3.2
Calcular derivadas sempre pela definigdo, como na aula anterior, é trabalhoso. Nesta aula
obtemos as primeiras regras de derivacdo: a derivada de constantes e poténcias, as regras da

soma e da multiplicacdo por constante (que juntas derivam qualquer polindémio), a derivada da
funcdo exponencial natural e as regras do produto e do quociente.

3.1 Derivadas de Func¢oes Polinomiais e Exponenciais

Funcoes constantes

O grafico da fungao constante f(x) = ¢ é a reta horizontal y = ¢, que tem inclina¢ao 0; logo
f'(z) = 0. Pela definicao, a conta também é imediata:

o @) —f@) =
flo) = iy = =i =0 =0
Derivada de uma funcao constante.
d
@(0) 0

Funcoes poténcia

Consideremos agora f(x) = 2", com n inteiro positivo. Para n = 1, o grafico de f(z) =z é a
reta y = x, de inclinagdo 1, e portanto

d
Z(a)=1
7 (@)

P ;- ~ d 2 d 3 2 .~
Ja vimos (exercicios da Segao 2.8) que d—(w )=2xe d—(:v ) = 3z°. Para n = 4, pela definicao,
x x

4 _ .4 3 212 3, pd
f/(x) = Tim (x+h)* =z :lim4x h + 6x°h* + 4zh”® + h
h—0 h h—0 h

= lim (4333 + 62%h + 4zh? + h3) = 4z3.
h—0
O padrao é claro: o expoente desce como coeficiente e diminui de uma unidade.

Regra da Poténcia. Se n for um inteiro positivo, entao

a
dx

(") = na™!

Primeira demonstracio. A férmula

2" —a" = (x—a) (x"fl + 2" a4 txai 4 a”fl)

x)— fla
pode ser verificada multiplicando o lado direito. Usando a forma f’(a) = lim,_, M,
r—a
" — g"
f’(a) —lim~—— — lim (xn—l +x”_2a+ L. +3§'(In_2 + an—l) — nan—l’
T—=a r —a z—a
pois cada uma das n parcelas tende a a™ 1. |



Segunda demonstra¢ao. Pelo Teorema Binomial,

-1
(x+h)"=z"4+nz""h+ Mm"”#—i—---—i—nmh"*l%-h".

2

Subtraindo z" e dividindo por h, todas as parcelas, exceto a primeira, ainda tém h como fator:

-1
f'(z) = lim |[na™ ! + nin=1) 2" PhA R R = na [ |
h—0 2

Exemplo 1.
(a) Se f(z) = 25, entdo f'(z) = 62°.
(b) Se y = 2199 entdo y = 1000 2°%.
d
(c) Sey =t entdo di; = 413,

(@) &) = 302

E os expoentes negativos ou fracionarios? Pela defini¢do, verifica-se que

G- ¢ LWe-5

dr \z x dx - 2/
(a segunda férmula é o Exemplo 3 da Secdo 2.8). Escrevendo 1/z = 2~ e \/z = /2, vemos que
a Regra da Poténcia também vale paran = —len = : %(1‘_1) = (-1)z2%e %(xl/z) = %:L'_l/Q.

Na verdade, ela vale para todo expoente real (a demonstracao sera feita na Segao 3.6).

Regra da Poténcia, versao geral. Se n for um ndmero real qualquer, entdo

d
%(:):”) =na" L.
1
Exemplo 2. Derive (a) f(z) = — e (b)y= Va2,
x

Solugdo. Em cada caso, escrevemos a fungdo como uma poténcia de .

(a) Como f(z) =272, a Regra da Poténcia com n = —2 d4
d 2
/ _ -2\ _ _9,.-3 _ _ %
f(x)—dx(z )— 2077 = et
(b) Como y = x2/3,
dy d 2/3) _ 2 —-1/3

A Regra da Poténcia permite encontrar retas tangentes sem voltar & definicio. Também
podemos encontrar retas normais: a reta normal a uma curva C' em um ponto P é a reta que
passa por P e é perpendicular a reta tangente em P.

Exemplo 3. Encontre equacdes da reta tangente e da reta normal & curva y = z/x no ponto
(1,1). Iustre com o gréfico da curva e dessas retas.

Solugio. A derivada de f(z) = z\/x = 2%/2 &

f/(l’)zil' 25\/5,



de modo que a inclina¢do da tangente em (1,1) é f/(1) = % A reta tangente é

3 3 1
—1==(z—-1 isto é =—r——.
y 5le—1), istoé y=gz-g
A reta normal é perpendicular a tangente, logo sua inclinacdo é o inverso do oposto de %, ou

seja, —%. A reta normal é

2 2 5
—1=—(z—-1), isto é, =——x4+ -.
y gle—1), i y=-ge+g
A curva e as duas retas estdo na Figura 1. |
Yy
3 y=a\x
tangent

‘ e - x
1 2 normal™~.

Figura 1: A curva y = zy/x com a reta tangente e a reta normal em (1, 1).

Novas derivadas a partir de anteriores

Quando novas funcoes sao obtidas de outras por adigdo, subtragdo ou multiplicacdo por uma
constante, suas derivadas podem ser calculadas a partir das derivadas das fungoes originais.

Regra da Multiplicagao por Constante. Se c for uma constante e f uma funcio derivdvel,
entao

d d
e (@) =2 f(a).

Demonstragao. Seja g(x) = ¢ f(x). Entao

lim cfleth)—cflz) =c lim
h—0 h h—0 h

g'(x) =

Exemplo 4.

(a) % (3z%) =3 % (z1) = 3 (4a3) = 1223,

d d d
(b) —-(—a) = 2 [(~1)a] = (1) 7-() = (~1)(1) = ~L
Regra da Soma. Se f e g forem ambas derivdveis, entdo
d d d
@)+ g(@)) = o f (@) + 7-g(e).
Demonstragao. Seja F(z) = f(z) + g(x). Entao

P — pim LR gl W= @) +g@) TR = f@) | gleth) —g(@)
h—0 h h—0 h h
= f'(z) + ¢'(x). |



Na notagao com linhas, (f + g)' = f' 4+ ¢’. A regra se estende a qualquer nimero finito de
parcelas: por exemplo, (f +g+h) =[(f+g9)+h]'=(f+g) +H = f +¢ + . Escrevendo
f—g=f+(—1)g e usando as duas regras anteriores, obtemos também a regra da subtragao.

Regra da Subtracao. Se f e g forem ambas derivdveis, entdo

dx
As regras da constante, da poténcia, da soma e da subtracdo permitem derivar qualquer

polinémio.

Exemplo 5.

d
%(:U8+12x5—4x4+10x3—6x+5)
d d, s d 4 d d d
= — 12— (2°) — 4— 10— () — 6— —
7 (27) + 127 (27) =4 (27) + 10 (27) = 6 (2) + ——(5)
= 827 + 12(5z*) — 4(423) + 10(32?) — 6(1) + 0

= 82" + 60z* — 162% + 3022 — 6.
Exemplo 6. Encontre os pontos da curva y = z* — 622 +4 em que a reta tangente é horizontal.

Solugdo. As tangentes horizontais ocorrem onde a derivada é zero:

d
£:4x3—12x+0:4x<x2—3).
Assim, dy/dr = 0 se x = 0 ou 2% = 3, isto é, x = +/3. A curva tem tangentes horizontais nos
pontos (0,4), (v/3,—5) e (=3, —5) (Figura 2). [ |
Y

xT

Figura 2: A curva y = 2 — 622 + 4 e suas tangentes horizontais.

Exemplo 7. A equacido do movimento de uma particula é s = 2t3 — 5t + 3t + 4, em que s é
medido em centimetros e ¢t em segundos. Encontre a aceleragdo como funcdo do tempo. Qual é
a aceleracao depois de 2 segundos?

Solugdo. A velocidade e a aceleracao sao

ds 9 dv
t) = — =6t — 10t + 3 t) = — =12t — 10.
U( ) dt + Y (l( ) dt
Depois de 2 segundos, a aceleracio é a(2) = 14 cm/s?. [ |



Funcoes exponenciais
Vamos calcular a derivada de uma fungao exponencial f(z) = b* usando a defini¢ao:
r+h _ 1o rph b* bh—l
P e L L i) )
h—0 h h—0 h h—0 h

O fator b* nao depende de h e pode sair do limite:

bh—1
/ pr— z l. .
fla) =¥ hoo b

h 0

O limite que sobrou é exatamente f/(0) = limy_, . Portanto, se a exponencial f(z) = b*

for derivavel em 0, ela serd derivavel em toda parte e

Em palavras: a taza de variagio de uma fungio exponencial é proporcional a prépria fungdo (a
inclinacdo é proporcional & altura).
A tabela a seguir d4 evidéncia numérica da existéncia de f/(0) para b=2e b= 3.

oh 1 3h—1 oh 1 3h—1
h h
h h h h
0,1 0,7177 11,1612 —-0,1 0,6697 1,0404
0,01 0,6956 1,1047 —0,01 0,6908 1,0926
0,001 0,6934 11,0992 —0,001 0,6929 1,0980
0,0001 0,6932 11,0987 —0,0001 0,6931 1,0986
Os limites parecem ser
h _ h _
lim ~ 0,69 e lim ~ 1,10,
h—0 h—0

d d
o que da d—(2$) ~ (0,69)2% e d—(Sx) ~ (1,10)3*. A férmula mais simples ocorre quando
x x

f/(0) = 1. Como o valor é menor que 1 para b = 2 e maior que 1 para b = 3, é razoavel que
exista uma base entre 2 e 3 para a qual ele seja exatamente 1. Essa base é o niimero e.

Definicao (ntimero e). e é o nimero tal que

Geometricamente, entre todas as exponenciais y = b*, a funcao f(x) = e* é aquela cuja reta
tangente em (0, 1) tem inclinacdo exatamente 1. Numericamente, e ~ 2,71828. Com b = e e
1/(0) =1, a férmula acima fica muito simples.

Derivada da funcgao exponencial natural.

Assim, a fungdo f(z) = e® é a sua prépria derivada: a inclinagdo da reta tangente a curva
y = e* em cada ponto ¢é igual a coordenada y do ponto.

Exemplo 8. Se f(x) = e” — x, encontre f’' e f”. Compare os graficos de f e f’.



Solugdo. Pela Regra da Subtracao,

Fa)= L=ty -Lw=er1 o=t n=e

Note que f/(0) = 0: a tangente ao grafico de f é horizontal em x = 0. Para x > 0, f'(z) >0 e
f é crescente; para x < 0, f'(x) <0 e f é decrescente. [ ]

Exemplo 9. Em que ponto da curva y = e” a reta tangente é paralela a reta y = 2x7

Solugao. Como y' = e, a reta tangente no ponto de abscissa a tem inclinacao e®. Ela é paralela
a reta y = 2z quando tem a mesma inclinacao, 2:

e"=2 = a=In2

O ponto procurado ¢é (a,e*) = (In2,2). [ |

3.2 As Regras do Produto e do Quociente

Por analogia com as regras da soma e da subtracao, seria tentador supor que a derivada de um
produto é o produto das derivadas (Leibniz chegou a cometer esse engano). Um exemplo simples
mostra que ndo: se f(x) = x e g(z) = 22, entdo f(x)g(x) = 23, cuja derivada é 322, enquanto
f'(x) ¢ () =122 =2x. A férmula correta é a Regra do Produto.

A Regra do Produto

Vejamos como descobrir a regra. Sejam u = f(z) e v = g(x) fungdes derivaveis e positivas, de
modo que o produto uv pode ser visto como a area de um retdngulo de lados u e v (Figura 3).
Se x varia de Ax, as variagoes correspondentes de u e v s&o

Au= f(z+Az) - f(z),  Av=g(z+Az)—g(2),
e a nova area é (u+ Au)(v + Av). A variagao da éarea é
A(uv) = (u+ Au)(v + Av) —uv = w Av + v Au + Au Av,

a soma das trés regides sombreadas da figura.

Av u Av AuAv
X
v uv v Au
U Au

Figura 3: A geometria da Regra do Produto.

Dividindo por Az,
Alw) _ Av, Au, \ Av
Ar Az U Ax YAz

Quando Az — 0, temos Au — 0, porque f é derivavel e, portanto, continua. Logo a tltima

v
parcela tende a 0 - o = 0 e obtemos
T



A positividade de u e v 86 serviu para a interpretacdo geométrica; a conta vale para quaisquer
fungbes derivaveis.

Regra do Produto. Se f e g forem ambas derivdveis, entdo

17w o) = F(@) - (@) + g(a) o [£(2)]

X

Na notacao com linhas, (fg)' = fg' + gf": a derivada de um produto é a primeira funcao
vezes a derivada da segunda, mais a segunda func¢ao vezes a derivada da primeira.

Exemplo 1.
(a) Se f(x) =z e, encontre f'(x).
(b) Encontre a n-ésima derivada f((z).

Solugio. (a) Pela Regra do Produto,

f'(z) :w—(em)jtex%(x) =ze'+e" =(x+1)e".

(b) Aplicando a Regra do Produto mais uma vez,
1 d €T X x x
Fla)=—lle+l)ef]=(z+1)e" +e* 1= (z+2),

e, do mesmo modo, f”(z) = (z + 3)e* e fW(z) = (# + 4)e®. Cada nova derivacio
acrescenta mais uma parcela e®, logo

() = (@ +n) €. .
Exemplo 2. Derive a fungio f(t) = v/t (a + bt), em que a e b sdo constantes.

Solugdo 1. Pela Regra do Produto,

2
b\/iﬁ—a—i_bt _ bt—l—a—i—bt: a+3bt.

oo o d d B
f(t)—\/i—(a+bt)+(a+bt)£(\/i)— > > e

dt
Solugio 2. Desenvolvendo antes o produto, f(t) = av/t + bty/t = att/2 4+ bt3/2, e entdo

a + 3bt
2/t

o mesmo resultado. Aqui a segunda solucdo é mais simples; no Exemplo 1, a Regra do Produto

YRR S Y S IRV
f(t)=gat™?+ Sbit? =

era o unico caminho. |
Exemplo 3. Se f(z) = /z g(z), em que g(4) =2 e ¢'(4) = 3, encontre f'(4).
Solugdo. Pela Regra do Produto,

fl(@) =Vag'(x) + g(z) ..

Logo



A Regra do Quociente

Usamos a mesma ideia para quocientes. Se u = f(x) e v = g(x) sdo derivaveis e x varia de Az,
entao

v+Av v v (v+ Av) v (v+Av)

A(u)_u—i—Au v v(u+Au)—u(v+Av)  vAu-—uAv
v

Dividindo por Az e fazendo Az — 0 (de novo Av — 0),

O I T T
dz '

Regra do Quociente. Se f e g forem derivdveis, entdo

d d
4 11t _ g(a) = (@) = () 7 lof@)]
de Lg(@) l9(@))”
Na notacao com linhas, <f>/ gf/g Iq. : 0 denominador vezes a derivada do numera-

dor, menos o numerador vezes a derivada do denominador, tudo dividido pelo quadrado do
denominador. Com a Regra do Quociente podemos derivar qualquer funcao racional.
P+ —2

. Encontre v/.
3+ 6 Y

Exemplo 4. Seja y =

Solugdo.

, (x3+6)%(:c2+x—2) (2 +x—2)dd (z° +0) (13 46) (22 +1) — (22 + 2 — 2)(322)

v= (2% +6)2 - (4% + 6)2
(22t + 2%+ 1204 6) — (32t + 323 — 62%)  —a? — 2234 627 + 120+ 6
(% +6) (23 +6)2
eSE
Exemplo 5. Encontre uma equagado da reta tangente a curva y = e no ponto (1, %e).

Solugdo. Pela Regra do Quociente,

dy (1+a%)e”—e”(2z) e (1-2x+2?) e (1— )

de (1+a2)? (14222 (14a?)?
.. ., dy 1 p . ~
Em z = 1 a inclinagdo ¢ dr = 0: a tangente em (1, 56) ¢é horizontal, e sua equacao é
Tlz=1
Yy = %e. ]

Observacgao. Nao é preciso usar a Regra do Quociente toda vez que aparece um quociente. As
vezes é mais facil simplificar antes. Por exemplo, para

322 4+ 2\/x

X

F(x) =

seria possivel usar a Regra do Quociente, mas é bem mais simples dividir primeiro: F'(z) = 3z +
2212, de modo que F'(z) =3 —z73/2.



Tabela de formulas de derivacao

d
%(c) =0

a
dzx

(f+9)=1+d

(1) =

(fg)=fg +gf

d

%(x") =nan !

(cf) =cf

(f—a)=f~d

(f)’ _9f'—19d
g 9>




