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Aula 4 — Derivacao implicita e funcoes elementares
30/09/2026 - Stewart, Cdlculo, vol. 1, Segoes 3.5 e 3.6

Nesta aula aprendemos a derivar funcgoes definidas implicitamente por uma equagdao em x e
y. Com essa técnica obtemos as derivadas das fungbes trigonométricas inversas e das fungoes
logaritmicas, introduzimos a derivacao logaritmica e completamos a demonstragdo da Regra da
Poténcia para expoentes reais.

3.5 Derivagao Implicita

Até aqui as funcbes foram dadas explicitamente, com uma varidvel expressa em termos da
outra, como y = Va2 + 1 ou y = wsenx. Muitas vezes, porém, a relacao entre = e y é dada
implicitamente, por uma equagao como

2?4+ =25 ou 23 + % = 6xy.

As vezes é possivel isolar y. Da primeira equagdao vem y = £+v/25 — 22, de modo que ela define
duas fungoes, f(z) = V25— 22 e g(x) = —V/25 — 22, cujos gréificos sdo as metades superior e
inferior do circulo. Ja para a segunda equagdo (o fdlio de Descartes), isolar y & mao é muito
trabalhoso, e a curva corresponde a varias funcoes de x. Dizer que f é definida implicitamente
pela equacgio x3 + y* = 6xy significa que 2 + [f(x)]® = 62 f(x) para todo = no dominio de f.

Felizmente nao precisamos isolar y para calcular y'. O método da derivagio implicita consiste
em:

1. derivar os dois lados da equacdo em relagao a z, lembrando que y é uma funcao de = (por
isso, termos com y pedem a Regra da Cadeia);

2. resolver a equacao resultante para y'.

Supomos sempre que a equacao define y como funcao derivavel de x.

Exemplo 1.

d
(a) Se x? + y? = 25, encontre d—y
x

(b) Encontre uma equacio da reta tangente ao circulo 22 + y? = 25 no ponto (3,4).

Solugio 1. (a) Derivando os dois lados em relagéo a z,

% (22) + % (v?) = %@5).

Como y é funcgao de x, a Regra da Cadeia da di (v?) = 2y ;Ly Logo
x x
d d
21:+2y—y:0 - Y- Z
dx dx Y

d 3
(b) No ponto (3,4), com = = 3 e y = 4, temos d—y =7 A reta tangente é
x

3
y—4=—2@=-3), ousda, da+iy=25.



Solugao 2. Isolando y: o ponto (3,4) estd na metade superior do circulo, que é o grafico de

f(z) = V25 — 22. Pela Regra da Cadeia,

—-1/2 T

f'(x) = % (25 - wQ) (—2z) = _\/ﬁ’

e f'(3) = =3/V16 = —%, como antes. Observe que a expressao dy/dx = —x/y da primeira
solugdo vale para as duas fungdes: para a metade inferior, y = —v/25 — a2 e ¢/ = 2/v/25 — 2% =
—x/y. [ ]

Figura 1: O circulo 22 + y? = 25 e sua reta tangente em (3,4).

Exemplo 2.
(a) Encontre ¢’ se 23 + 3> = 6zy.
(b) Encontre a reta tangente ao félio de Descartes 2 + y> = 62y no ponto (3, 3).

(¢) Em que ponto do primeiro quadrante a reta tangente é horizontal?

Solu¢io. (a) Derivando os dois lados em relagio a x, com a Regra da Cadeia no termo 3> e a
Regra do Produto no termo 6xy,

322 + 3%y = 6z ¢ + 6y, isto é, 22+ %y = 2zy + 2.

2

Agrupando os termos com y': (y? — 2x)y = 2y — 22, logo

,:2y—$2
Y Y2 — 2z’
2.3 32
(b) Em (3,3), y' = ﬁ = —1. A reta tangente é y —3 = —(z — 3), isto é, z +y = 6.

(c) A tangente é horizontal quando 3 = 0, isto é, quando 2y — 22 = 0 (com y? — 22 # 0).
Substituindo y = %:1:2 na equagao da curva,

z° + %306 = 6x (%x2> =322 = 2% =1625.

2

1 =
). o

No primeiro quadrante  # 0, logo > = 16, ou seja, © = 161/3 = 24/3 ¢ Yy =
%28/3 = 25/3. A tangente é horizontal em (24/3, 25/3) ~ (2,5198; 3,1748) (Figura 2

Para uma equacao ciibica como a do félio existem férmulas que dao y em funcdo de x, mas
elas sdo complicadas; a derivacao implicita evita esse caminho.



Figura 2: O félio de Descartes z3 4+ y3 = 6zy, a tangente em (3,3) e a tangente horizontal no
primeiro quadrante.

Exemplo 3. Encontre 3 se sen(z + ) = % cos z.

Solugdo. Derivando implicitamente em relagdo a x, lembrando que y é uma fungéo de x,
cos(z +y) - (1+9) =y*(—senx) + (cosz) (2yy/).

Juntando os termos com 3’ do mesmo lado,
cos(z +y) +y?senz = (2ycosz)y — cos(z 4+ 1)y,

e portanto
,  y*senz + cos(z +y)
~ 2ycosx — cos(x +y)

)

Exemplo 4. Encontre y” se 2% + y* = 16.

Solugio. Derivando implicitamente, 422 + 433y = 0, logo

Para obter 3", derivamos essa expressao com a Regra do Quociente, lembrando que y é funcao
de z:
"o y3 (3$2) —a? (33/2 y,)
Y (y°)? '

Substituindo y' = —a3/y3,

3
T
3x2y3 + 3:U3y2 —

S = v _3:1:2y4 + 326 _ _33:2 (y* + 2

y© y7 y7

Como z e y satisfazem z? 4+ y* = 16, a resposta simplifica para

2 2
1
yr= -0 g T ]
y y




Derivadas de fungoes trigonométricas inversas

As fungdes trigonométricas inversas foram revistas na Se¢ao 1.6. Lembre que

s
B .

1

y=sen ~x significa seny=x e — - <y<

ol 3

Supondo que sen~! seja derivavel (o que é plausivel, pois seu grafico ¢ a reflexdo do grafico do
seno restrito a [—m/2,7/2]), derivamos seny = x implicitamente:

dy dy 1
—=1 = == .
oy dx dx  cosy

Como —7/2 <y < m/2, temos cosy > 0, e entdo cosy = /1 —sen?y = /1 — x2. Assim,

i(sen_lbr):; l<z<l

dx V1— 22

x significa tgy = x e —7/2 < y < 7/2. Derivando tgy = =

Do mesmo modo, y = tg~!

implicitamente,
dy 1 1 1

Yy
secty—=1 — == = = ,
Yz dr sec?y 1+tg?y 1+a22

isto é,

d _ 1
%(tg 130) T 14 a2

O gréafico de f(z) = tg 'z e o de sua derivada estdo na Figura 3. A funcio é crescente e
f'(x) > 0 para todo x; o fato de que tg~!  — +7/2 quando 2 — Foo se reflete em f’(z) — 0.

Y

VB

Ny

Figura 3: f(r) = tg~!z e sua derivada f'(z) = 1/(1 + z?).

1
Exemplo 5. Derive (a) y = ——— e (b) f(z) = warctgy/z (aqui arctg = tg™").
sen~lzx

Solugdo. (a) Escrevendo y = (sen™! :B)_l,

% = — (serf1 :c) 2 i (serf1 :c) = —

(b) Pelas Regras do Produto e da Cadeia,

f’(x)::p-H(l\/u%)Q-;x_1/2+arctgf:2(1®+arctg\/5. |

As derivadas das outras quatro fungoes trigonométricas inversas sao obtidas do mesmo modo.
Reunimos as seis formulas:



1 d 1

el -1 - - il -1 - -
I (sen™!x) N I (cossec™! z) T
d, 1 d, 1

& =T o 0 =

d _1 B 1 d _1 B 1

dx (tg™ z) = 1+ 22 dx (cotg™ ) = 1+ 2

1

As férmulas para cossec™! e sec™! dependem da escolha do intervalo usado para definir essas

funcgoes.

3.6 Derivadas de Fung¢oes Logaritmicas

Usamos agora a derivagdo implicita para derivar as fungoes logaritmicas y = log, x e, em par-
ticular, o logaritmo natural y = Inz. (Pode-se demonstrar que as fungoes logaritmicas sao
derivaveis; isso é plausivel pelos seus graficos.)

Derivada do logaritmo de base b.

1
zlnb

d
dz (log, z) =

Demonstracao. Seja y = log, x. Entao bY = x. Derivando implicitamente em relacdo a x, com a
féormula %(bx) = b"Inb da Segdo 3.4 e a Regra da Cadeia,

dy dy 1 1
B (Inb) %Y — 1 W _ _ .
(Inb) o — 4z Inb  zlnb

Fazendo b = e, como Ine = 1, obtemos a férmula para o logaritmo natural:

d 1
alyg] _ =
dx(nx) T

Comparando as duas férmulas, vemos por que o logaritmo natural (de base e) é o preferido no
calculo: sua derivada é a mais simples, porque Ine = 1. Combinada com a Regra da Cadeia, a

féormula fica g L d p /()
u g (z
JE— 1 = — — e 1 - .

dx (Inw) u dx o dx [In g () g(x)

Exemplo 1. Derive y = In(23 + 1).

Solugdo. Com u = z3 + 1,

dy 1 d, 4 322
- == — 1) = . |
dr  x3+1 dx(x +1) x4+ 1
d
Exemplo 2. Encontre . In(senz).
T
Solugdo.
1 ST
—1 = — = = cot |
dx n(sen.) senz dz setl sen x core
Exemplo 3. Derive f(z) = VInzx.
Solugdo. Aqui o logaritmo é a fungéo de dentro:
1 d 1 1 1
"(z)==(Inz)" Y2 Z(lnz) = = |
fz) 2( ) d:L"( ) 2vInxz = 2xvInzx



Exemplo 4. Derive f(z) = log;o(2 + senz).
Solugdo. Com a férmula do logaritmo de base b = 10,

1 d cos T
/ = —_— 2 = . .
Jz) (2+senz)In10 dx( +senz) (2+senz)In10

1
Exemplo 5. Encontre — In Tt

dr ™ oz —2

Solugdo 1. Aplicando diretamente a férmula para Inwu e a Regra do Quociente,

d1 r+1 Va—2 \/l’—2'1—($+1)-%($—2)_1/2
“ - )
dr  /x —2 z+1 x—2

(@ =2)—g(@+1) z =5

(x+1)(z—-2)  2@@+1)(z—2)

Solugdo 2. Simplificando antes com as propriedades do logaritmo, o calculo fica muito mais facil:

d r+1 d 1 1 1
—1 =— |1 1) — Lin(z —2)| = ~ .
dz " Vr 2 da:[n(w—i— ) =3Iz )] r+1 2(zx—2)
(Reduzindo ao mesmo denominador, obtém-se a resposta da Solucao 1.) [ |

Exemplo 6. Encontre f'(x) se f(z) = In|z|.

Solugdo. Como

1
— 0
| 0 se x>0,
fz) = { nxr se x> U, temos f’(a:) _ :1:1
In(-2) sez <0, _—x(—l) =— sez<0.
Assim, f/(z) = 1/ para todo x # 0:
d
%lnkz:] =— [ |

Derivacao logaritmica

Derivar funcées complicadas que envolvem produtos, quocientes ou poténcias fica mais simples
se tomarmos antes o logaritmo. O método, chamado derivagdo logaritmica, tem trés passos:

1. tome o logaritmo natural dos dois lados de y = f(z) e use as propriedades dos logaritmos
para simplificar;

2. derive implicitamente em relacao a x;

3. isole ¥’ na equagdo resultante e substitua y por f(z).

23422 + 1

Exemplo 7. Derive y = W
T

Solugdo. Tomando logaritmos e usando suas propriedades,

3 1/,
Iny = iln:z:—i—iln (CL‘ —|—1> —5In(3z + 2).



Derivando implicitamente,

ldy 3 1 1 2 3
S22y 5. )
yder 4 x 2 22+1 3z +2

Isolando dy/dz,

dy 3 T 15 /2241 /3 x 15
=y =+ — = — + — . [ ]
dx dr 2241 3x+2 (Bx+2)> \dox 2241 3x+2

Sem a derivacao logaritmica, teriamos de usar a Regra do Quociente e a Regra do Produto,
e a conta seria bem mais longa. Se f(z) < 0 para algum z, entdo In f(x) nao estd definido; nesse
caso escrevemos |y| = |f(z)| e usamos a férmula do Exemplo 6.

Agora podemos completar a demonstragdo da Regra da Poténcia.

Regra da Poténcia. Se n for um nimero real qualquer e f(x) = z™, entdo
fl(x) =naz"t

Demonstragdo. Seja y = x™ e use a derivagdo logaritmica: para x # 0,

n x
Inly|=In|z|* =nln|z| = y_r = y':ng:n—:nxn_l.
y T x x
(Se = = 0, pode-se mostrar diretamente pela definicdo que f/(0) = 0 para n > 1.) |

E importante distinguir quatro situagoes, conforme a base e o expoente sejam constantes ou
variaveis:

L. % (b°) =0 (b e c constantes);
d

2. %[f@?)]b =b[f(x)]"' f'(x) (base varidvel, expoente constante);
d

3. dr [bg(x)} =b9®) (Inb) ¢'(x) (base constante, expoente varidvel);

d
4. para d—[ f(2)]9%) (base e expoente varidveis), usa-se a derivacio logaritmica, como no
x

préoximo exemplo.
Exemplo 8. Derive y = aV?,

Solugdo 1. Usando a derivacao logaritmica,

! 1 1
lnyzlnxﬁ:ﬁlnm = y—:\/f~—+(lnm)—,
Y x

2V

logo
Inz\ N 24+ Inx

V= tae) =

. . vz
Solugdo 2. Outra maneira é escrever VT = (eh””) = eVT Inz,

d(x\/f;)_C;;(ex/:flnx>_e\/flnx;lx(\/ilnw)_xﬁ<2;-\};x>. -



O nimero e como limite

Vimos que, se f(z) = Inz, entdo f'(x) = 1/x e, portanto, f/(1) = 1. Pela defini¢ao de derivada
como limite,

£) = lim LAFN =D W ta) =il Ly )= lim In(1 + 2)'/".

h—0 h z—0 x z—=0 T

Como f/(1) =1, temos lim,_,oIn(1 4 z)'/* = 1. Usando a continuidade da funcdo exponencial,

e = el = elimamoln(1+a)V/" _ 1) n(l4a)!/® _ lim (1 + w)l/x.

z—0 z—0

e = lim (1+z)"/*

z—0

A tabela ilustra numericamente esse limite.

x (14 z)V/= x (1+ )t/

0,1 2,59374246 0,00001 2,71826824
0,01  2,70481383 0,000001  2,71828047
0,001  2,71692393 0,0000001  2,71828169
0,0001 2,71814593 0,00000001  2,71828180

Com sete casas decimais, e ~ 2,7182818. Fazendo n = 1/x, temos n — oo quando x — 07, e
obtemos outra expressdo para e:




