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Nesta aula vemos a derivada como taxa de variagdo em varias ciéncias (fisica, quimica, biologia,
economia e outras), estudamos os modelos de crescimento e decaimento exponenciais, que vém
da equagdo diferencial dy/dt = ky, e usamos a Regra da Cadeia para relacionar as taxas de
variagdo de grandezas que dependem umas das outras (taxas relacionadas).

3.7 Taxas de Variacao nas Ciéncias Naturais e Sociais

Sabemos que, se y = f(z), a derivada dy/dz pode ser interpretada como a taxa de variacao de
y em relacdo a . Recordando: se x varia de x1 para xo, a variagdo de £ é Az = 9 — x1 € a
variagdo correspondente de y é Ay = f(x2) — f(x1). O quociente

Ay _ f(x2) = f(z1)

Ax To — X1

é a taxa média de variagdo de y em relagdo a x no intervalo [z1,x2], isto é, a inclinacdo da reta
secante PQ. Seu limite quando Az — 0 é a derivada f/(z1), a taxa instantdnea de variagao,
que é a inclinagao da reta tangente em P(z1, f(x1)). Na notagao de Leibniz,

dy _ . DY
—= = lim —.
dr  Az—0 Ax
Sempre que a funcdo y = f(z) tem uma interpretacdo concreta em alguma ciéncia, sua derivada

ganha uma interpretagdo concreta como taxa de variagao, medida em unidades de y por unidade
x. Vejamos exem na fisica, na quimica, na bi ia, n nomi m outras dreas.
de x. Vejamos exemplos na fisica, na ca, na biologia, na economia e em outras areas

Fisica

Se s = f(t) é a fungdo posigdo de uma particula que se move em linha reta, entdo As/At é a
velocidade média no intervalo de tempo At, e v = ds/dt é a velocidade instanténea, isto é, a
taxa de variacdo do deslocamento em relagdo ao tempo. A taxa de variacdo da velocidade em

relagdo ao tempo é a aceleragao: a(t) = v'(¢t) = s”(t). Isso ja foi discutido nas Segdes 2.7 e 2.8;
agora, com as regras de derivacdo, esses problemas ficam bem mais simples.

Exemplo 1. A posicdo de uma particula é dada pela equacao
s=f(t) =13 — 6t +9t,
em que t ¢ medido em segundos e s em metros.
(a) Encontre a velocidade no instante t.
(b) Qual é a velocidade depois de 2 s? E depois de 4 s?
(¢c) Quando a particula estd em repouso?
(d
(e

(f) Encontre a distancia total percorrida pela particula nos primeiros 5 segundos.

Quando a particula estd se movendo para a frente (isto é, no sentido positivo)?

Faca um diagrama que represente o movimento da particula.

)
)
)
)
)
)

(g) Encontre a aceleragao no instante ¢ e depois de 4 s.



(h) Faga os graficos das fungdes posigao, velocidade e aceleragao para 0 < ¢ < 5.
(i) Quando a particula estd acelerando? Quando esté freando?
Solugao. (a) A fungdo velocidade é a derivada da funcao posigao:
ds
t) = — =3t* — 12t + 9.
v(t) o +
(b) v(2) =3(2)? —12(2) + 9= -3 m/s e v(4) = 3(4)2 = 12(4) + 9 =9 m/s.

(c) A particula estd em repouso quando v(t) = 0:
312~ 12649 =3 (2~ 41 +3) =3t — 1)(t - 3) = 0,

istoé,emt=1seemt=3s.

(d) A particula se move no sentido positivo quando v(t) > 0, isto é, quando (¢t —1)(¢ —3) > 0.
Isso acontece para t < 1 e para t > 3. Para 1 <t < 3 ela se move para tras.

(e) Com as informagoes do item (d), obtemos o diagrama da Figura 1: a particula avanca até
s =4 (em t = 1), volta até a origem (em ¢ = 3) e depois avanga de novo.

(f) Por causa das mudancas de sentido, calculamos as distdncias em cada trecho. Como

f(0)=0, f(1) =4, f(3) =0e f(5) = 20,

A distancia total é 4 +4 + 20 = 28 m.
(g) A aceleragao é a derivada da velocidade:

alt) = % —6t-12,  a(4) = 6(4) — 12 = 12 m/s>.

(h) Os graficos de s, v e a estao na Figura 2.

(i) A particula acelera quando a velocidade é positiva e crescente (v e a positivas) ou negativa
e decrescente (v e a negativas), isto é, quando v e a tém o mesmo sinal: o empurrao esta
no sentido do movimento. Ela freia quando v e a tém sinais opostos. Como a(t) > 0 para
t> 2

Intervalo Sinal de v Sinal de @ Movimento

O<t<l1 + — freando

1<t<?2 — — acelerando

2<t<3 — + freando
t>3 + + acelerando

Exemplo 2. Se uma barra (ou um pedago de fio) é homogénea, sua densidade linear é uniforme
e igual & massa por unidade de comprimento, p = m/l, medida em quilogramas por metro.
Suponha agora que a barra nao seja homogénea e que a massa do trecho que vai da extremidade
esquerda até um ponto z seja m = f(x). A massa da parte entre x = 1 e x = x93 é Am =
f(z2) — f(x1), e a densidade média dessa parte é

Am _ f(x2) — f(21)

densidade média = =
Az To — X1
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Figura 1: Diagrama do movimento da particula do Exemplo 1.

—10 +

Figura 2: Posicao s (linha cheia), velocidade v (tracejada) e aceleracao a (pontilhada) no Exem-
plo 1.

Fazendo Az — 0 (isto é, zo — x1), obtemos a densidade linear em z7:

_ i AT _dm
P= a0 Az da

A densidade linear é, portanto, a taxa de variacdo da massa em relacio ao comprimento. Por
exemplo, se m = f(x) = y/z, com x em metros e m em quilogramas, a densidade média do
trecho 1 <z <1.2¢

Am  f(1,2)— f(1) yIZ2-1

= = ~ 0,48 k
Az 12-1 0,2 48 ke/m,
enquanto a densidade exatamente em z =1 é
dm 1
p=— = — = 0,50 kg/m.
d.’E z=1 2\/5 =1 /

Exemplo 3. H4 uma corrente elétrica sempre que cargas elétricas se movem. Se AQ é a carga
liquida que atravessa uma superficie (por exemplo, a se¢do de um fio) durante um intervalo de
tempo At, a corrente média nesse intervalo é

AQ:Qz—Q1
At ty —t;

corrente média =

Tomando o limite em intervalos de tempo cada vez menores, obtemos a corrente I em um

instante ty:
S AQ_dQ
= lim = —.
At—0 At dt
A corrente é a taxa com que a carga atravessa a superficie. Ela é medida em unidades de carga

por unidade de tempo, em geral coulombs por segundo, chamados ampéres.

Velocidade, densidade e corrente nio sao as nicas taxas de variacdo importantes da fisica.
Outras sao a poténcia (a taxa com que um trabalho é realizado), a taxa de fluxo de calor, o
gradiente de temperatura (a taxa de variagdo da temperatura em relacdo a posi¢ao) e a taxa de
decaimento de uma substancia radioativa na fisica nuclear.



Quimica

Exemplo 4. Uma rea¢do quimica forma uma ou mais substancias (os produtos) a partir de um
ou mais materiais iniciais (os reagentes). Por exemplo, a “equagao” 2Hy + O — 2H50 indica
que duas moléculas de hidrogénio e uma de oxigénio formam duas moléculas de 4gua. Considere
a reacao

A+B— C,

em que A e B sdo reagentes e C é o produto. A concentragdo de um reagente A é o niimero de
mols (1 mol ~ 6,022 x 10?* moléculas) por litro e é denotada por [A]. As concentracdes variam
durante a reagao, de modo que [A], [B] e [C] sao fungoes do tempo t. A taxa média de reagao
do produto C no intervalo t1 <t <t é

A[C] _ [C](t2) — [C](t1)

At ty —t1 ’

e, fazendo At — 0, obtemos a taza de reacdo:

A[C] _ d[C]

taxa de reacdo = lim ——— .
x WO= S0 AL dt

Como a concentragao do produto aumenta durante a reacdo, a derivada d[C]/dt é positiva; ja as

concentracoes dos reagentes diminuem. Como cada molécula de C é formada por uma molécula

de A e uma de B,
toxca de reacio — d[C] _d[A] B _d[B]
axa dereagdo = — = —— = ——".

Em geral, para uma reagdo da forma aA + bB — ¢C 4+ dD,
1d[A]  1dB] 1d[C] 1d[D]

a dt b dt ¢ dt d dt’

A taxa de reacdo pode ser determinada a partir de dados, graficamente. Em alguns casos, ha
férmulas explicitas para as concentracdes em funcao do tempo, e a taxa de reacdo é calculada
derivando essas formulas.

Exemplo 5. Uma das grandezas de interesse na termodinamica é a compressibilidade. Se uma
substancia é mantida a temperatura constante, seu volume V depende de sua pressao P, e
podemos considerar a taxa de variacao dV/dP. Quando P aumenta, V diminui, de modo que
dV/dP < 0. A compressibilidade é definida trocando o sinal e dividindo essa derivada pelo
volume:

- S 1 dVv
compressibilidade isotérmica = 8 = Vv ap
Ela mede quao rapidamente, por unidade de volume, o volume da substancia diminui quando a
pressao aumenta, a temperatura constante.
Por exemplo, o volume V' (em metros ctibicos) de uma amostra de ar a 25 °C est4 relacionado

com a pressao P (em quilopascals) pela equagao

5,3
=

V=

A taxa de variagado de V em relagdo a P quando P = 50 kPa é

v T _ %3 —0,00212 m?/kPa,
dP | p—sg P?|p_s 2500
e a compressibilidade nessa pressao é
1 dV 0,00212
=4 = = =0,02 (m®/kPa)/m?.
B ==V aPlps, = Bajs0 002 (m/kPa)/m

4



Biologia
Exemplo 6. Seja n = f(t) o nimero de individuos de uma populagdo animal ou vegetal no

instante t. A variagdo do tamanho da populagdo entre t =1 e t =t2 é An = f(t2) — f(t1), e a
taxa média de crescimento no periodo é

An  f(t2) - f(tl).

taxa média de crescimento = — =

At to — 11
A taxa de crescimento instantdnea é obtida fazendo At — 0:
An dn
taxa de crescimento = lim — = —.
At—0 At dt

A rigor, isso nao é exato: o grafico de uma funcao populagdo é uma fungdo em degraus, descon-
tinua a cada nascimento ou morte e, portanto, nao derivavel. Mas, para uma populacdo grande,
podemos trocar o grafico por uma curva lisa que o aproxima.

Mais concretamente, considere uma populagao de bactérias em um meio nutriente homogéneo
e suponha que, medindo a populacao em certos intervalos, se verifique que ela dobra a cada hora.
Se a populagdo inicial é ng e o tempo é medido em horas, entdo

fF)=2f(0) =2no,  f(2)=2f(1) =2%n0,  [f(3)=2f(2) = 2°no,
i

e, em geral, n = f(t) = 2'ng. Como = (b*) = b"Inb (Secdo 3.4), a taxa de crescimento no

instante t é

dn d . ¢
iR (n02>—n02ln2
Por exemplo, comecando com ng = 100 bactérias, a taxa de crescimento depois de 4 horas é
dn

— =100-2*In2 =16001n2 ~ 1109,
dt |4—4

isto é, depois de 4 horas a populacao cresce a taxa de cerca de 1109 bactérias por hora.

Exemplo 7. Ao estudar o fluxo de sangue em um vaso sanguineo (uma veia ou uma artéria),
podemos modelar o vaso por um tubo cilindrico de raio R e comprimento [. Por causa do atrito
com as paredes, a velocidade v do sangue é maxima no eixo central e diminui & medida que a
distdncia r ao eixo aumenta, até se anular na parede. A relacdo entre v e r é dada pela lei do
fluzo laminar, descoberta em 1840 pelo fisico francés Jean-Louis-Marie Poiseuille:
P
v = (R2 -7 )
47]l
em que 7 € a viscosidade do sangue e P ¢é a diferenca de pressao entre as extremidades do tubo.
Com P e [ constantes, v é uma func¢do de r com dominio [0, R]. A taxa média de variacdo da
velocidade entre r = r; e r = 1y é Av/Ar, e fazendo Ar — 0 obtemos o gradiente de velocidade,
a taxa instanténea de variacao da velocidade em relagdo a r:
Av  dv P Pr
radiente de velocidade = hm — =—=—(0-2r)= ——.
& S0 Ar dr 4nl ( ) 2nl
Para uma das artérias humanas menores, podemos tomar n = 0,027, R = 0,008 cm, [ =2 cm e
P = 4000 dinas/cm?, o que da
4000

Y= o022 (0,000064 - r2) ~ 1,85 x 10* (6,4 x 1075 — 7~2) .

Em r = 0,002 cm o sangue flui com velocidade

v(0,002) ~ 1,85 x 10* (64 x 1076 — 4 x 10*6) = 1,11 em/s,

5



e o gradiente de velocidade nesse ponto é

dv 4000 (0,002)

dr = ~—T4 .
dr {=0,002 2(0,027) 2 (cm/s)/cm

Para interpretar esse niimero, passemos para micrémetros (1 cm = 10000 pm). O raio da artéria
é 80 pm, a velocidade no eixo central é de cerca de 11850 um/s e, a 20 um do eixo, cai para
cerca de 11110 pm/s. O gradiente dv/dr ~ —74 (um/s)/pm significa que, perto de r = 20 pm,
a velocidade diminui cerca de 74 pm/s para cada micrometro que nos afastamos do centro.

Economia

Exemplo 8. Seja C(z) o custo total de uma empresa para produzir x unidades de um produto;
C é a funcao custo. Se o nimero de itens produzidos passa de x1 para xs, o custo adicional é
AC = C(z2) — C(z1), e a taxa média de variacao do custo é

AC  C(x2) — C(x1)  C(r1+ Az) — C(x1)

Az To — T Az

O limite dessa grandeza quando Az — 0, a taxa instantdnea de varia¢ido do custo em relagio
ao numero de itens produzidos, é chamado pelos economistas de custo marginal:

. al y AC dC
custo marginal = lim — = —.
& Az—0 Az dx

(Como z em geral sé assume valores inteiros, pode néao fazer sentido tomar Ax — 0; mas sempre
podemos trocar C'(x) por uma funcdo lisa que a aproxima, como no Exemplo 6.) Tomando
Az =1 e n grande (de modo que Az seja pequeno perto de n), obtemos

C'(n) =~ C(n+1) —C(n).

Assim, o custo marginal de producao de n unidades é aproximadamente o custo de produzir
mais uma unidade, a de niimero n + 1.
Muitas vezes é razodavel representar a fungdo custo por um polinémio

C(x) = a + bx + cx? + da?®,

em que a representa os custos fixos (aluguel, aquecimento, manutenc¢do) e os outros termos
representam o custo das matérias-primas, da mao de obra etc. (O custo das matérias-primas
pode ser proporcional a x, mas o da mao de obra pode depender de poténcias maiores de x, por
causa de horas extras e das ineficiéncias das operagdes em larga escala.)

Por exemplo, suponha que uma empresa estime em

C(x) = 10000 + 5z + 0,012>

o custo (em doélares) de produzir x itens. A fungdo custo marginal é C'(z) = 540,02z, e o custo
marginal no nivel de producao de 500 itens é

C'(500) = 5 + 0,02 (500) = 15 délares por item.

Esse nimero da a taxa com que os custos crescem em relacdo ao nivel de producdo quando
x = 500 e prevé o custo do 501.2 item. O custo real desse item é

C(501) = C(500) = [10000 + 5 (501) + 0,01 (501)?| — [10000 + 5 (500) + 0,01 (500)?]
= 15015,01 — 15000 = 15,01,

muito préoximo de C’(500) = 15. Os economistas também estudam a demanda marginal, a
receita marginal e o lucro marginal, que sdo as derivadas das funcées demanda, receita e lucro.



Outras ciéncias

Taxas de variacdo aparecem em todas as ciéncias. Um gedlogo quer saber a taxa com que uma
massa de rocha fundida esfria, perdendo calor para as rochas ao redor. Um engenheiro quer saber
a taxa com que a dgua entra em um reservatério ou sai dele. Um gedgrafo urbano se interessa
pela taxa de variacio da densidade populacional de uma cidade em relacao a distdncia ao centro.
Um meteorologista estuda a taxa de variagdo da pressdo atmosférica em relagdo a altitude. Na
psicologia, quem estuda a teoria da aprendizagem se interessa pela curva de aprendizagem, o
grafico do desempenho P(t) de quem aprende uma habilidade em fungao do tempo de treino ¢;
a taxa dP/dt mede quao depressa o desempenho melhora. Na sociologia, se p(t) é a fracao de
uma populagdo que ji ouviu um boato no instante ¢, entdo dp/dt é a taxa de propagacao do
boato.

Uma tunica ideia, muitas interpretacées. A velocidade, a densidade, a corrente, a poténcia
e o gradiente de temperatura na fisica; a taxa de reacdo e a compressibilidade na quimica; a taxa
de crescimento e o gradiente de velocidade do sangue na biologia; o custo e o lucro marginais na
economia; a taxa de fluxo de calor na geologia; a taxa de melhora do desempenho na psicologia; a
taxa de propagacao de um boato na sociologia: todos sao casos particulares de um tinico conceito
matematico, a derivada. Parte do poder da matemaética estd nessa abstragdo: estudamos as
propriedades do conceito uma vez e aplicamos os resultados em todas as ciéncias.

3.8 Crescimento e Decaimento Exponenciais

Em muitos fené6menos naturais, uma grandeza cresce ou decai a uma taxa proporcional ao seu
tamanho. Se y = f(¢) é o nimero de individuos de uma populagdo animal ou de bactérias no
instante ¢, é razodvel esperar que a taxa de crescimento f/(t) seja proporcional & populagao f(t),
isto é, f/(t) = k f(t) para alguma constante k; em condigoes ideais (ambiente ilimitado, nutrigao
adequada, auséncia de doengas), esse modelo descreve bem o que acontece. Outros exemplos: na
fisica nuclear, a massa de uma substancia radioativa decai a uma taxa proporcional & massa; na
quimica, a taxa de uma reagao de primeira ordem é proporcional a concentracdo; nas financas,
o valor de uma aplicagdo com juros capitalizados continuamente cresce a uma taxa proporcional
a esse valor.

Em geral, se y(t) é o valor de uma grandeza y no instante ¢ e a taxa de variacdo de y em
relacdo a t é, em cada instante, proporcional a y(t), entao

dy
g
ac Y

em que k é uma constante. Essa equagao é chamada lei de crescimento natural (se k > 0) ou
lei de decaimento natural (se k < 0). Ela é uma equacao diferencial, porque envolve uma fungao
desconhecida y e sua derivada.

Nao ¢ dificil encontrar solugdes: queremos uma funcdo cuja derivada seja uma constante
vezes ela mesma. Qualquer exponencial y(t) = Ce*, com C constante, serve, pois

y'(t) = C (kM) =k (Ce™) = ky(t).

Veremos na Secio 9.4 que toda solucao de dy/dt = ky tem essa forma. Como y(0) = Ce*? = C,
a constante C' é o valor inicial da funcao.

Teorema. As unicas solugoes da equagio diferencial dy/dt = ky sao as fungoes exponenciais



Crescimento populacional

Qual é o significado da constante k7?7 Se P(t) é o tamanho de uma populagdo no instante ¢, a
equagao dP/dt = kP pode ser escrita como

1dP
A quantidade ——— ¢é a taxa de crescimento dividida pelo tamanho da populacao; ela se chama

taxa de crescimento relativa. Assim, em vez de dizer “a taxa de crescimento é proporcional ao
tamanho da populacao”, podemos dizer “a taxa de crescimento relativa é constante”. Nesse caso,
pelo teorema, a populacdo cresce exponencialmente, P(t) = P(0)e*, e a taxa de crescimento
relativa k aparece como o coeficiente de t no expoente. Por exemplo, se dP/dt = 0,02P com ¢t
em anos, a taxa de crescimento relativa é k = 0,02, isto é, 2% ao ano.

Exemplo 1. Use o fato de que a populacdo mundial era de 2560 milhces em 1950 e de 3 040
milhées em 1960 para modelar a populagdo do mundo na segunda metade do século XX. (Supo-
nha que a taxa de crescimento seja proporcional ao tamanho da populacdo.) Qual é a taxa de
crescimento relativa? Use o modelo para estimar a populacdo mundial em 1993 e para prever a
populacdo no ano de 2020.

Solugao. Medimos o tempo ¢t em anos, com t = 0 em 1950, e a populagdo P(¢) em milhoes de
pessoas. Entao P(0) = 2560 e P(10) = 3040. Como supomos dP/dt = kP, o teorema da

P(t) = P(0) e = 2560 €M,
1. 3040
P(10) = 2560€'% = 304 k=-—In>—— ~0,017185.
(10) = 2560 3040 = 05 mgg ~ 0017185
A taxa de crescimento relativa é de cerca de 1,7% ao ano, e o modelo é P(t) = 2560 2017185,
A estimativa para 1993 (t = 43) é

P(43) = 2560 %01 7185 (43) ~ 5360 milhdes,
e a previsao para 2020 (¢t = 70) é
P(70) = 2560 %017185(70) ~ 8 524 milhdes.

Comparado com os dados reais, o modelo é bastante preciso até o fim do século XX, de modo
que a estimativa para 1993 é confidvel; a previsdo para 2020 é bem mais arriscada. |

Decaimento radioativo

Substancias radioativas decaem emitindo radiagido espontaneamente. Se m(t) é a massa restante,
no instante ¢, de uma massa inicial mg, 0os experimentos mostram que a taxa de decaimento

relativa
1 dm

m dt

¢ constante. (Como dm/dt é negativa, o sinal de menos torna a taxa positiva.) Assim, dm/dt =
km com k negativa: substancias radioativas decaem a uma taxa proporcional & massa restante,
e pelo teorema

m(t) = mg ekt
Os fisicos costumam descrever a rapidez do decaimento pela meia-vida, o tempo necessario para
que metade de qualquer quantidade inicial decaia.

Exemplo 2. A meia-vida do radio-226 é de 1590 anos.



(a) Uma amostra de radio-226 tem massa de 100 mg. Encontre uma férmula para a massa da
amostra que resta depois de t anos.

(b) Encontre a massa depois de 1000 anos, com precisao de um miligrama.

(¢c) Quando a massa serd reduzida a 30 mg?

Solugdo. (a) Seja m(t) a massa (em miligramas) depois de ¢ anos. Entdao m(t) = m(0) et =

100 e**. Para determinar k, usamos que m(1590) = % (100):

1 In2
100" =50 — M=o — k= -——x
¢ ¢ 2 1590
Logo
Como "2 = 2, essa férmula também pode ser escrita como m(t) = 100 - 274/1590,

(b) A massa depois de 1000 anos é

m(1000) = 100 =02 1000/1590 65 g

(¢) Queremos t tal que m(t) = 30:

In2 In0,3

100~ D159 30— _ 2,103 — = 1590 - ~ 2762 anos.
1590 In2

Para conferir, o grafico de m(t) cruza a reta horizontal m = 30 perto de t = 2800. |

Lei de Resfriamento de Newton

A Lei de Resfriamento de Newton afirma que a taxa de resfriamento de um objeto é proporcional
a diferenca entre a temperatura do objeto e a do meio ao redor, desde que essa diferenca nao
seja muito grande. (A lei também vale para o aquecimento.) Se T'(t) é a temperatura do objeto
no instante t e Ts é a temperatura do meio, a lei se escreve
dT
E - kf (T - Ts);

em que k é uma constante. Essa equagdo nado é exatamente dy/dt = ky, mas basta mudar de
varidvel: com y(t) = T(t) — Ts, como T é constante, y'(t) = T'(t), e a equagao fica

dy
2y
ar Y

Pelo teorema, y(t) = y(0) ", e entdao T(t) = T, + y(t).

Exemplo 3. Uma garrafa de refrigerante a temperatura ambiente (22°C) é colocada em um
refrigerador cuja temperatura é 7°C. Depois de meia hora, o refrigerante esfriou para 16 °C.

(a) Qual é a temperatura do refrigerante depois de mais meia hora?
(b) Quanto tempo leva para o refrigerante esfriar até 10°C?

Solugao. Seja T'(t) a temperatura do refrigerante depois de ¢t minutos. A temperatura do meio é
T, = 7°C, de modo que a Lei de Resfriamento de Newton da dT'/dt = k (T —7). Comy =T -7,
temos y(0) =22 — 7 = 15 e, pelo teorema, y(t) = 15¢**. Como T'(30) = 16, temos y(30) = 9:

3 1 3

Logo T(t) = 7+ 15 ™.



(a) Depois de mais meia hora (¢t = 60),

2 3\ 2
T(60) = 7+ 15¢5% = 7+ 15 (63%) =7+415 (5) =12,4°C.

(b) Queremos T'(t) = 10, isto ¢, 15¢e* = 3:

1 In(1
ekt L A g s i,
5 k
O refrigerante esfria até 10°C depois de cerca de 1 hora e 35 minutos. |

Observe que T'(t) — 7 quando t — oo, como esperado: com o tempo, o refrigerante atinge a
temperatura do refrigerador.

Juros compostos continuamente

Exemplo 4. Se 1000 dolares sao aplicados a juros de 6% ao ano, capitalizados anualmente,
depois de 1 ano o investimento vale 1000 (1,06) = 1060 délares, depois de 2 anos vale
(1000 (1,06)] 1,06 = 1123,60 délares e, depois de ¢ anos, vale 1000 (1,06)¢ délares. Em geral,
uma quantia Ag aplicada & taxa de juros r (r = 0,06 neste exemplo) vale Ag(1+7)* depois de ¢
anos.

Na pratica, os juros costumam ser capitalizados mais vezes, digamos n vezes por ano. Em
cada periodo a taxa é r/n, e em t anos hé nt periodos, de modo que o valor do investimento é

nt
Ag <1—|— T) )
n

Para 1000 ddlares aplicados por 3 anos a 6% ao ano, temos:

Capitalizacao Valor ap6s 3 anos
anual (n = 1) $1191,02
semestral (n = 2) $1194,05
trimestral (n = 4) $1195,62
mensal (n = 12) $1196,68
semanal (n = 52) $1197,09
didria (n = 365) $1197,20

Os juros aumentam com o nimero n de periodos de capitalizagdo. Fazendo n — oo, os juros
passam a ser capitalizados continuamente, e o valor do investimento é

(1 + 2)”/"] rt
= Ag [nlgnoo (1 + m)m} ! (com m =n/r).

O limite entre colchetes é o niimero e (Segao 3.6). Assim, com capitalizacdo continua a taxa r,
o valor depois de t anos é

nt
. r L
AW = Jim Ao (14 1) = fim A

A(t) = Age™

Derivando,

dA e
s =rApe” =rAt),

ou seja, com capitalizacdo continua, a taxa de crescimento do investimento é proporcional ao
seu valor. No caso dos 1000 délares por 3 anos a 6%,

A(3) =1000e0%)3 ~ 119722 dblares,

muito perto do valor obtido com a capitalizagdo diaria (1197,20 délares), mas bem mais ficil
de calcular.
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3.9 Taxas Relacionadas

Quando enchemos um baldo, tanto o volume quanto o raio aumentam, e as taxas com que
crescem estao relacionadas. Na pratica, é muito mais facil medir diretamente a taxa de aumento
do volume do que a do raio. Em um problema de taxas relacionadas, calculamos a taxa de
variagdo de uma grandeza a partir da taxa de variacao de outra (que pode ser medida com mais
facilidade). O procedimento é encontrar uma equagao que relacione as duas grandezas e derivar
os dois lados em relagdo ao tempo, usando a Regra da Cadeia.

Exemplo 1. Ar estd sendo bombeado para dentro de um baléo esférico, de modo que seu volume
aumenta a taxa de 100 cm?®/s. Com que rapidez o raio do baldo estd aumentando quando o
didametro é de 50 cm?

Solugdo. Primeiro identificamos o que é dado e o que se pede.

+ Dado: a taxa de aumento do volume de ar é 100 cm?/s.

e Incégnita: a taxa de aumento do raio quando o didmetro é 50 cm.

Sejam V' o volume e r o raio do baldo. As taxas de variagdo sdo derivadas em relagdo ao tempo
t, pois V e r sdo fungoes de t. Em simbolos:

. d
Dado: i 100 cm‘s/s; Incognita: d—; quando r = 25 cm.
O volume da esfera relaciona Ve r: V = %Wr?’. Derivando em relagao a ¢ (o lado direito pede a

Regra da Cadeia),
av._dvdr_, edr _odr_ 1 dV
dt — dr dt dt dt — 4mwr? dt’
Com r = 25 e dV/dt = 100,
dr 1 1
— = ———= 100 = — = 0,0127.
dt 4w (25)? 25m
O raio estd aumentando a taxa de 1/(257) ~ 0,0127 cm/s. Observe que, embora dV/dt seja
constante, dr/dt nao é. [ |

Exemplo 2. Uma escada de 5 m de comprimento estd apoiada em uma parede vertical. Se
a base da escada desliza, afastando-se da parede a taxa de 1 m/s, com que rapidez o topo da
escada escorrega para baixo quando a base estd a 3 m da parede?

Solugao. Sejam x a distancia da base da escada & parede e y a altura do topo da escada (Fi-
gura 3), ambas em metros e fung¢des do tempo ¢t. Temos dz/dt = 1 m/s e queremos dy/dt quando
x = 3. Pelo Teorema de Pitagoras,

2+ y2 = 25.
Derivando os dois lados em relacao a t,
dx dy dy T dx
20 — 42y — =0 = —=-———.
Yo T dt ~ gy dt

Quando x = 3, o Teorema de Pitagoras da y = 4, e entao

dy 3 3

O sinal negativo indica que a altura do topo estd diminuindo: o topo escorrega para baixo a
taxa de 0,75 m/s. [ |

Os exemplos sugerem um roteiro geral, baseado nos principios de resolugdo de problemas
vistos no Capitulo 1.
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Figura 3: A escada apoiada na parede.

Estratégia de resolugao de problemas.

1. Leia o problema com atencao.
Faca um diagrama, se possivel.
Introduza notacao: atribua simbolos a todas as grandezas que sdo fungoes do tempo.

Expresse a informacao dada e a taxa pedida em termos de derivadas.

AT ol

Escreva uma equagdo que relacione as diversas grandezas do problema. Se necessério,
use a geometria da situagdo para eliminar uma das varidveis por substitui¢do (como no
Exemplo 3 a seguir).

6. Use a Regra da Cadeia para derivar os dois lados da equagdo em relacao a t.

7. Substitua a informacdo dada na equagdo resultante e resolva para a taxa desconhecida.

Atencao: um erro comum ¢ substituir cedo demais os valores numéricos de grandezas que
variam com o tempo. Isso s6 deve ser feito depois da derivagao (passo 7). No Exemplo 3, por
exemplo, h é uma varidvel; se escrevéssemos h = 3 antes de derivar, obterfamos dV/dt = 0, o
que é claramente falso.

Exemplo 3. Um tanque de dgua tem a forma de um cone circular invertido, com raio da
base igual a 2 m e altura igual a 4 m. Se a agua é bombeada para dentro do tanque a taxa
de 2 m3/min, encontre a taxa com que o nivel da dgua sobe quando a dgua estd a 3 m de
profundidade.

Solugdo. Sejam V o volume de agua, r o raio da superficie e h a altura da agua no instante ¢
(Figura 4). Sabemos que dV/dt = 2 m3/min e queremos dh/dt quando h = 3 m. O volume de
agua é
1
V = —mr?h,
i

mas convém escrever V sé em funcido de h. Por semelhanga de tridngulos,

ro 2 h 1 (h\? T3
=3 _— rfg, logo V37T<2) h=—h".

Derivando em relagao a t,

v w ,dh dh 4 AV

at 1w T @ mREar
Com h =3 e dV/dt =2,

dh 4 8
e~ 9= ~028
dt 7w (3)? 9r
O nivel da agua sobe a taxa de 8/(97) ~ 0,28 m/min. [ |
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Figura 4: O tanque conico e a 4gua em seu interior.

Exemplo 4. O carro A segue para o oeste a 90 km /h e o carro B segue para o norte a 100 km /h,
ambos em dire¢do ao cruzamento de duas estradas. A que taxa os carros se aproximam um do
outro quando o carro A estd a 60 m e o carro B estd a 80 m do cruzamento?

Solugdo. Seja C' o cruzamento. No instante ¢, sejam z a distdncia de A até C, y a distancia de
B até C e z a distancia entre os carros, todas em quilometros (Figura 5). Como = e y estdo
diminuindo,

dz dy
— = =90 km/h = —100 km/h
dt m/h, m/hb,
e queremos dz/dt. Pelo Teorema de Pitégoras, 2> = 22 4 y2. Derivando,
dz dx dy dz 1 dx dy

Quando x = 0,06 km e y = 0,08 km, temos z = 0,1 km, e

dz 1
— = — 0,06 (=90) + 0,08 (—=100)] = —134 km /h.
Os carros estao se aproximando um do outro a taxa de 134 km/h. |

Figura 5: Os dois carros se aproximando do cruzamento C.

Exemplo 5. Um homem anda ao longo de um caminho reto a 1,5 m/s. Um holofote no chao,
a 6 m do caminho, é mantido focalizado no homem. A que taxa o holofote estd girando quando
o homem estd a 8 m do ponto do caminho mais préoximo do holofote?

Solugdo. Seja x a distdncia entre o homem e o ponto do caminho mais préximo do holofote,
e seja 0 o angulo entre o feixe de luz e a perpendicular ao caminho (Figura 6). Sabemos que
dx/dt = 1,5 m/s e queremos df/dt quando x = 8. Da figura,

%:tge = x=06tgh.

13



Derivando em relacao a t,

1 1 1
Z—f = 6se020f1—f — Z—i = 6(}0520% = gcos20(1,5) = 100829.
Quando = = 8, o feixe mede V62 + 82 = 10 m, logo cosf = % = % e
o 1/3\> 9
@ 1(5) =500
O holofote esta girando a taxa de 0,09 rad/s.
x
caminho

holofote

Figura 6: O holofote acompanhando o homem que anda pelo caminho.
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