Lista de Exercicios 1 — FUV

Exercicios

1. Considere a curva y = b+ cz? — dz3, em que b, ¢ e d sdo constantes.

(a) Encontre a inclina¢do da reta tangente no ponto em que z = a.

(b) Encontre uma equagéo da reta tangente nesse ponto.

2. Considere a curva y = 1/y/z e um nimero a > 0.

(a) Encontre a inclina¢do da reta tangente no ponto em que = a.

(b) Encontre uma equagdo da reta tangente nesse ponto.

3. Se uma pedra for lancada para cima no planeta Marte com velocidade de b m/s, sua altura
(em metros) apés t segundos é H = bt — ct?, em que ¢ é uma constante positiva (em Marte,
¢~ 1,86).

(a) Encontre a velocidade da pedra quando t = a.

(b) Quando a pedra atinge a superficie?

(¢) Com que velocidade ela atinge a superficie?

4. A reta tangente & curva y = f(x) no ponto em que = = a tem equagao y = mz+b. Encontre

f(a) e f'(a).

5. A reta tangente a curva y = f(z) no ponto (a,b), com a # 0, passa pelo ponto (0,c).
Encontre f(a) e f'(a).

6. Encontre f/(a) para a funcéao
_bt+ec

="

em que b, ¢ e d sdo constantes e a # —d.

7. O limite abaixo, em que n é um inteiro positivo, representa a derivada de uma funcao f
em um certo nimero. Diga quais sdo a func¢do e o ntimero.

ligg LHA)" —1
h—0 h

8. Uma particula se move ao longo de uma reta segundo a equacio s = f(t) =t~ — ¢, com
s em metros e t em segundos. Encontre a velocidade e a velocidade escalar quando ¢t = a,
com a > 0.



9. O custo (em dolares) de produzir x unidades de certa mercadoria é
C(x) = b+ ca + da?,

em que b, c e d sdo constantes positivas.

(a) Encontre a taxa média de variagdo de C' em relagdo a z quando o nivel de produgao
passa de x = a para x = a + h.

(b) Encontre a taxa instantdnea de variacdo de C' em relagdo a = quando x = a (o custo
marginal).

10. Determine se f/(0) existe em cada caso.

1

xsen— sex #0,
x

0 se z = 0.

1
z?sen — sex # 0,
x

(b) flx) =

0 se x = 0.

11. Use a definigdo para encontrar a derivada de g(z) = v/a — z, em que a é uma constante.
Diga quais sao os dominios de g e de ¢'.

12. Use a defini¢do para encontrar a derivada de

a— bt

0 ="

em que a, b e ¢ sao constantes. Diga quais sao os dominios de G e de G'.

a
13. Use a defini¢ao para encontrar f'(z) se f(x) =z + —, em que a é uma constante.
T

14. Use a definicdo de derivada para encontrar f'(z) e f”(x) se f(x) = ax? + bz + c.
15. Se f(z) = ax? — z3, em que a é uma constante, encontre f'(z), f"(x), f"(z) e f®(z).

16. Seja f(x) = ¥x.

(a) Se a # 0, use a formula f'(a) = lim M

/
lim ———~—" para encontrar f’(a).

(b) Mostre que f’(0) nédo existe.
(¢) Mostre que a curva y = /x tem uma reta tangente vertical em (0, 0).
17. Mostre que a fun¢ao f(x) = |z — a| ndo é derivdvel em a. Encontre uma férmula para f’ e
esboce seu grafico.
18. (a) Esboce o grafico da fungao f(z) = x |z|.
(b) Para quais valores de x a funcdo f é derivavel?

(¢) Encontre uma férmula para f’.



19.

20.

21.

22.

23.

24.

25.

26.

27.

As derivadas d esquerda e d direita de f em um numero p sdo definidas por

P = tim TEER IOy ) f)

h—0— h h—0t+ h ’

se esses limites existirem. Entao f’(p) existe se, e somente se, as derivadas laterais existem
e sdo iguais. Para uma constante a > 1, considere

0 se x < 0,
fz) = a—x sel<zx<a-—1,

sex>a—1.

a—x
(a) Encontre f’ (a—1)e fi(a—1).
(b) Esboce o grafico de f.
(c) Onde f é descontinua?
)

(d) Onde f nao é derivavel?

Seja ¢ a reta tangente a pardbola y = 22 no ponto (a,a?), com a > 0. O dngulo de

inclinagdo de £ é o Angulo ¢ que ¢ faz com a diregdo positiva do eixo x. Calcule ¢.

Encontre a derivada de ordem n de cada funcdo, calculando as primeiras derivadas e ob-
servando o padrao.

(a) f(z) =a"
(b) flx) =1/

Encontre um polinémio de segundo grau P tal que P(a) = b, P'(a) = c e P"(a) = d, em
que d # 0.

A equacdo 3’ 4+ 3y — by = 2%, em que b # 0 é uma constante, é uma equacdo diferencial:
ela envolve uma fungdo desconhecida y e suas derivadas. Encontre constantes A, B e C,
em funcao de b, tais que a funcao y = Ax? + Bz + C satisfaca essa equacdo.

Encontre uma funcio ciibica y = A2® + Bx? + Cx + D cujo gréafico tenha tangentes hori-
zontais nos pontos (—a,b) e (a,0), em que a > 0.

Encontre o valor de ¢ para o qual a reta y = mx + b, com m > 0 e b > 0, é tangente a
curva y = ¢y/x.

Considere

f(:n):{xQ ser < a,

mz+0b sex>a.

Encontre os valores de m e b, em funcao de a, que tornam f derivavel em toda parte.

Traga-se a reta tangente a hipérbole xy = ¢ em um ponto P.
(a) Mostre que P é o ponto médio do segmento que os eixos coordenados cortam nessa
reta.

(b) Mostre que o tridngulo formado pela tangente e pelos eixos tem sempre a mesma area,
qualquer que seja P.



28.

29.

30.

31.

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

Calcule o limite, em que a é uma constante real:

|
lim .
z—1 x—1

Se ¢ > %, quantas retas que passam pelo ponto (0, ¢) sdo normais & parabola y = z2? E se
1
c< 57
=3

Considere as parabolas y = 22 e y = (z — p)?2 + ¢, em que p # 0 e g sdo constantes. Existe
uma reta tangente as duas curvas? Se existir, encontre sua equacao.

Se g(x) = e%’ encontre g™ (x).

Seja g(x) = x f(x), em que f(a) =be f'(a) = c¢. Encontre uma equaciao da reta tangente
ao grafico de g no ponto em que x = a.

Se f(a) =be f'(xr) = 2%f(x) para todo z, encontre f”(a).

Encontre as equagoes das retas tangentes a curva

r—1
r+1

y =
que sao paralelas a uma reta de inclinacao m > 0.

Encontre R/(0), em que a e b # 0 sdo constantes e

ax — 33 + 5’

R(z) = .
(@) = 57355 1 626 1 929

Dica: nao calcule R'(x); chame de f o numerador e de g o denominador e use apenas f(0),

'(0), 9(0) e ¢'(0).

Em certa data, a populacdo de uma regiao metropolitana é de N habitantes e cresce a taxa
de n pessoas por ano. A renda anual média é de R ddlares per capita e cresce r dblares por
ano. Use a Regra do Produto para encontrar a taxa a qual a renda pessoal total da regiao
estd crescendo nessa data. Explique o significado de cada termo da Regra do Produto.

Um fabricante vende pegas de tecido. A quantidade g vendida (em metros) é func¢ao do prego
p (em ddlares por metro): ¢ = f(p). A receita total obtida com o prego p é R(p) = p f(p).
(a) O que significa dizer que f(a) =be f'(a) = —¢, com ¢ > 07

(b) Com esses valores, encontre R'(a) e interprete a resposta.

(a) Se F(z) = f(z)g(x), em que f e g tém derivadas de todas as ordens, mostre que
F// — f//g+2f/g/+fg//.
(b) Encontre férmulas andlogas para F” ¢ F(*).

(c) Conjecture uma férmula para F(™),

Calcule as cinco primeiras derivadas de f(x) = x?e®. Identifique o padrio, proponha uma
féormula para f((x) e demonstre-a por indugao.



40.

41.

42.

43.

44.

45.

46.

47.

48.

(a) Se g é derivavel, a Regra do Reciproco diz que
d [ 1 ] _ (=)
dx [g(2)]*

9(x)
Use a Regra do Quociente para demonstrar a Regra do Reciproco.

(b) Use a Regra do Reciproco para derivar a fungao y = em que k é uma constante.

s+ kes’
(c) Use a Regra do Reciproco para verificar que a Regra da Poténcia vale para os inteiros

—n—1

. o d o .
negativos, isto é, e (z7") = —nx para todo inteiro positivo n.
x

Uma massa presa a ponta de uma tira elastica é puxada para baixo e solta, e passa a vibrar
verticalmente. A equagdo do movimento é s = acost + bsent, t > 0, coma >0eb > 0
constantes, s em centimetros e ¢ em segundos (o sentido positivo é para baixo).

(a) Encontre a velocidade e a aceleracao no instante t.

(b) Quando a massa passa pela posi¢ao de equilibrio pela primeira vez?

(¢c) A que distancia da posigao de equilibrio a massa chega?
)

(d) Quando a velocidade escalar é maxima?

Uma escada de comprimento L estd apoiada em uma parede vertical. Seja 6 o angulo entre
o topo da escada e a parede e x a distancia do pé da escada até a parede. Se o pé da escada
escorrega para longe da parede, com que rapidez x varia em relagdo a 6 quando 6 = 7/37

Um objeto de massa m é arrastado sobre um plano horizontal por uma corda que faz um
angulo # com o plano. A intensidade da forca é

__ kmg
psend + cosf’

em que p é o coeficiente de atrito.

(a) Encontre a taxa de variagido de F' em relacao a 6.
(b) Para que valor de 6 essa taxa é zero?

(¢) Qual é o valor de F nesse angulo?

Encontre o limite, em que a e b sdo constantes nio nulas:

sen axr

lim )
z—0 sen bx

Encontre o limite

. 1—-tgx

lim ——.
z—m/4 SEN T — COS T

Encontre uma férmula para a derivada de ordem n de f(z) = xsenz, calculando as pri-

meiras derivadas e observando o padrao.

Encontre constantes A e B, em funcao da constante b, tais que a funcao y = Asenx+ B cosz
satisfaca a equacao diferencial y” + 14’ — by = sen x.

(a) Calcule lim zsen —.
T—00 T



49.

50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

57.

58.

1
(b) Calcule lim zsen —.
z—0 x

(c) Ilustre os itens (a) e (b) com o grafico de y = xsen(1/x).

Um semicirculo de didmetro P(@ apoia-se sobre um tridngulo isosceles PQ R, formando uma
regiao em forma de casquinha de sorvete. Os lados PR e QR tém comprimento a, e 6 é o
angulo no vértice R. Se A(f) é a area do semicirculo e B(6) é a area do triangulo, calcule

A(9)

om0+ B(0)

Um arco de circulo de comprimento s e a corda correspondente, de comprimento d, sao
subentendidos por um mesmo angulo central 6. Encontre

Seja F(z) = f(af(bf(x))), em que a e b sdo constantes, f(0) = 0 e f'(0) = c¢. Encontre
F'(0).

Mostre que, para quaisquer constantes A e B, a funcao y = €% (A cos bx + B sen br) satisfaz
a equagdo diferencial
y" —2ay’ + (a> + b))y =0.

Para quais valores de r a funcdo y = e satisfaz a equacao diferencial vy’ + ay’ + by = 0,
em que a e b sdo constantes com a’ > 4b?

Encontre a derivada de ordem n de y = cosax, em que a é uma constante.

O brilho de uma estrela variavel, como a Delta Cefeu, oscila periodicamente. Se o intervalo
entre dois brilhos maximos é de T dias, o brilho médio é By e a variagao é de £ A, o brilho
no instante ¢, em dias, é modelado por

B(t) = By + Asen (?) .

(a) Encontre a taxa de variagdo do brilho apds ¢ dias.

(b) Encontre a taxa de crescimento do brilho apés 1 dia.

Use a Regra da Cadeia para demonstrar que:

(a) a derivada de uma funcdo par é uma func¢ao impar;

(b) a derivada de uma fungao impar é uma fungdo par.

(a) Para n inteiro positivo, demonstre que

1

— (sen” x cosnz) = nsen"™ "z cos(n + 1)z.

dx
(b) Encontre uma férmula andloga para a derivada de y = cos™ x cosnz.
Seja y = f(z) uma curva que estd sempre acima do eixo x e nunca tem tangente horizontal,

com f derivavel em toda parte. Sejam n > 2 um inteiro e k£ > 0. Para quais valores de y a
taxa de variacdo de y” em relacdo a x é k vezes a taxa de variagdo de y em relagdo a x?



59. Use a Regra da Cadeia para mostrar que, se 6 for medido em graus, entdao

@(sen ) = % cos 6.

60. Se y = f(u) e u = g(x), em que f e g sdo duas vezes derivaveis, mostre que

>y d%y (du>2 dy d*u

da? ~ du? \dz) " du da?’
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Solugoes
1. (a) Seja f(z) = b+ cx? — dz3. Pela defini¢io de derivada,

. fla+h)—f(a) .. c(2ah+h?) —d(3a*h + 3ah? + h3)
m = lim = lim
h—0 h h—0 h
= lim <2ac + ch — 3a%d — 3adh — th) = 2ac — 3a’d.
h—0

(b) A reta passa por (a, f(a)) e tem inclinagdo m:
y=b+ca® —da® + (2ac - 3a2d> (x —a).
Por exemplo, parab=3,c=4,d=2ea=1areta éy=2x+3.

2. (a) Pela definigao, racionalizando o numerador:

1 1 1 . Va—+a+h
m = lim — - — | =lim —F
hs0h \\Va+h +a h=0 h\/av/a+ h

— lim a—(a+h) _
MO avath(vVatvath)  2ava

(b) A reta passa por (a,1/+/a) com essa inclinagao:

1 1 ( )
= — — r —a).
y \/a 201\/5
Por exemplo, para a =1 a reta é y = —%az + %

3. (a) A velocidade ¢ a derivada da altura:

o(a) = lim POt = Hla) bR = ¢ (2ah + h?)

h—0 h h—0 h =b—2acm/s.

(b) Na superficie, H =t (b— ct) = 0. A solugao positiva é t = b/c segundos.

(c) v(b/c)=b—2c- b_ —b. A pedra chega a superficie com velocidade de médulo b m/s,

a mesma do lancamento, agora dirigida para baixo.

4. O ponto de tangéncia pertence a reta, logo f(a) = ma+b. A derivada em a é a inclinagao
da reta tangente, logo f’'(a) = m.

5. O ponto (a, b) estd na curva, logo f(a) = b. A derivada f’(a) é a inclinagdo da reta tangente,
que passa por (a,b) e por (0,c¢):

i,y _b—c b—c
fla)=——5=—
6. Reduzindo ao mesmo denominador:
_ (ba+bh+c)(a+d)— (ba+c)a+h+d) h (bd — c)
flath) = fla) = (a+h+d)a+d " (at+htd)(atd)
Portanto Fath) — f(a) b
N a - fla) —c
fa) = Jim h T (a+d)?



10.

11.

12.

B) —
Compare com a defini¢do f/(c) = }lLirr(l] flet })L f(c) Com f(z) = 2™ e ¢ = 1 temos
%
f(I+h)=(04+h)"e f(1) = 1. Logo o limite é f'(1): a func¢ao é f(x) = 2™ e o nimero
¢ 1. Outra resposta possivel é a fungao f(z) = (1 4+ z)" com o nimero 0. Pela Regra da
Poténcia (Segao 3.1), o valor do limite é n.

. Pela definic¢ao:

1 1 1 1 1
= lim — S _h|=lm|-——— —1| =—= — 1 m/s.
v() hli%h[a—i—h a h} lm{ a( } m/s

1
A velocidade escalar é o médulo da velocidade: 1+ — m/s.
a

(a) A taxa média é

— 2
C(a+h)—C(a) _ ch+d(2hah+h ) et %ad+ dh

dolares por unidade.

(b) Fazendo h — 0, o custo marginal é C’(a) = ¢+ 2ad ddlares por unidade. Por exemplo,
para C(x) = 5000 + 102 + 0,0522 e a = 100 o custo marginal é de 20 ddlares por
unidade.

(a) Pela definicao,

. hsen(1/h)—0 1
! = _— = —
S0) = lim h pm sen .

Esse limite ndo existe, pois sen(1/h) oscila entre —1 e 1 quando h — 0. Logo f’(0)
nao existe.
(b) Agora

h?sen(1/h) — 0 1
/ — | =i ] —_ =
f1(0) = %Jm%] N = }lLln% hsen 0,

pelo Teorema do Confronto, ja que —|h| < hsen(1/h) < |h|. Logo f'(0) existe e vale
0.

Racionalizando o numerador:

_ (a—x—h)—(a—2x)
= lim
h—0 h h—>0h<\/a_x_h+\/a_$>
-1 1

= lim = — .
h—0va—x—h++a—zx 2va—x

O dominio de g é (—o0,al e o de ¢’ é (—o0,a).

Reduzindo ao mesmo denominador:

_(a=bt=0bh)(c+t)—(a—bt)(c+t+h)  h(a+be)
Glt+h) - G(t) = (c+t+h)(c+t) (et tHh)(c+t)
Portanto G G(t+h)—G(t)  a+be
(t) = lim, h T (et 02

O dominio de G e o de G’ s@o o conjunto dos t # —c.

10



13.

14.

15.

17.

Para z # 0:

Mot =fl) 1, o o)y o
h h r+h x| x(x+h)
Fazendo h — 0, obtemos f’(x)zl—%.

x

Pela definicao:

2zh + h?) + bh
!/ — 1 a(
fiz) = lim o

= lim (2az + ah + b) = 2ax + b.
h—0

Aplicando a defini¢ao a f’:
[2a (z + h) + b] — [2ax + b]

1" 1 —
Fo=m h e
Aplicando a defini¢do de derivada sucessivamente:
9 2\ _ (2,2 2 3
F(x) = Jim a (2xh + h*) — (3z°h + 3xzh* + h?) — 2ar - 342,
h—0 h
. 2ah — 3 (2xh + h?)
"
= = 2 —
Fo=m=% oo
—6h
" 1 _
fiw) =gy =5 =6
fO () =

) — i B 1 1
Fla) = lim = = i e B8 & a23 ~ 3428
(b) Em 0,
h/2 —0 1
/ = i _— i —_— =
F0) = fim — pm a7 = o

de modo que o limite néo existe como ntimero: f’(0) ndo existe.

(¢) A fungdo é continua em 0 e, pelo item (a), |f'(x) — oo quando z — 0. As

| = 3r2/3
tangentes ficam cada vez mais inclinadas, e a curva tem a reta tangente vertical x = 0

em (0,0).

Em a, o quociente da defini¢ao é

flath) = f(@) _ |h
h h’

que vale 1 para h > 0 e —1 para h < 0. Os limites laterais sao diferentes, logo f’(a) néo
existe. Para x > a temos f(z) =z — a, e para x < a temos f(z) = a — z. Portanto

f/(:c):{l se r > a,

-1 sezxz<a.

O grafico de f’ é formado por duas semirretas horizontais: y = —1 & esquerdade a ey = 1
a direita, sem ponto em x = a.

11



18. (a) Como f(x) = 22 para x > 0 e f(x) = —x? para x < 0, o grafico é a metade direita da

pardbola y = 2 e, & esquerda, a metade da parabola y = —xz2.

(b) Para x > 0, f'(x) = 2x; para x < 0, f'(x) = —2z. Em 0,

. hln| .
/ = _— = =
f(0) = }LIH%) . }ILIII(lJ |h| = 0.

Logo f é derivavel para todo x.

(¢) Reunindo os trés casos, f'(x) = 2 |z|.

19. (a) Temos f(a—1) = 1. Para h < 0 pequeno, f(a—1+h)=a—(a—1+h)=1—h, e

para h > 0 pequeno, f(a—1+h):m. Logo
1—h)—1
"(a—=1) = i (7:_1
frlom1)= = ’
1 1 1
/ — = 1 —_ | — — = 1 B ——
fle= )= fim g | -] = g

(b) O grafico coincide com o eixo x para z < 0. Em seguida vem o segmento de reta que
desce do ponto (0, a), excluido, até (a — 1,1). A partir dai segue o ramo da hipérbole
y =1/(a — x), que sobe para 400 quando x — a~. Para x > a a curva fica abaixo do
eixo x e se aproxima dele.

(¢) Em z = 0, onde ha um salto de 0 para a, e em x = a, onde f nao estd definida e tem
uma assintota vertical.

(d) Em 0 e em a, porque f nao é continua nesses niimeros, e em a — 1, porque as derivadas
laterais sdo diferentes (—1 e 1).

20. A inclinagio da tangente em (a,a?) é

2 2
i (@R —a®

= lim (2a + h) = 2a.
h—0 h—0

A inclinagdo de uma reta é a tangente de seu angulo de inclinacdo, logo tg¢ = 2a e
¢ = arctg(2a). Por exemplo, para a = 1, ¢ = arctg 2 ~ 63°.

21. (a) Cada derivacao baixa o expoente em 1 e multiplica pelo expoente anterior:
fll)y=na""t,  f'z)=n(n—-1)a""72
Depois de n derivagoes resta uma constante:
fM@)=nn-1)(n-2)---2-1=nl.
(b) Com f(z) = z~! temos
fl(z) = 272, f(x) =223, f"(x)=-3-2274, fW(z)=4.3.227.
O sinal se alterna e aparece um fatorial:

—1\ n!

12



22.

23.

24.

25.

26.

Escreva o polinémio em poténcias de z — a: P(z) = A+ B(x — a) + C (z — a)?. Entdo
P(a) = A, P'(a) = B e P"(a) =2C. As condigoes ddo A=b, B=ce C =d/2:

Px)=b+c(z—a)+ = (z—a)
Por exemplo, para a =2, b =15, c =3 e d = 2 obtemos P(z) = 2> — x + 3.

Com y = Az? + Bz + C, temos 4 = 2Ax + B e 3y’ = 2A. Substituindo na equacio:
y' +y —by=—bAz*+ (2A-bB)x + (24 + B - bC).
Para que essa expressio seja igual a 22 para todo z, os coeficientes devem coincidir:
—bA =1, 2A—-bB =0, 2A+ B -bC =0.

Resolvendo em ordem:

1 2 (b+1)
b’ b2’ b3
Por exemplo, para b = 2 obtemos A =—35, B=—5 e (C = —%.

Tangente horizontal significa 4/ = 0. Como ' = 3Az2+2Bx+C, as condicdes do enunciado
sao
Y (—a) = 34a® — 2Ba+ C =0,
y'(a) = 3Aa® +2Ba + C = 0,
y(—a) = —Aa® + Ba® — Ca+ D = b,
y(a) = Aa® + Ba? + Ca+ D = 0.

Subtraindo as duas primeiras equacoes, B = 0 e C = —3A4a®. As duas tltimas se tornam
2Aa + D =be —24a®>+ D =0. Logo D = b/2, A =1b/(4a3) e C = —3b/(4a):
b 5 3b b

- —r+ .

y:@ 4a 2

Seja xp a abscissa do ponto de tangéncia. Nesse ponto a curva e a reta tém a mesma
inclinagdo e o mesmo valor:

=m e c/To = mxg + b.

c
Da primeira equagdo, /xg = o (o que exige ¢ > 0). Substituindo na segunda:
m

2 2

e Ci_f_b — L =dmb = 022\/%
2m  4m

Por exemplo, para m = % e b = 6 obtemos ¢ = 6.
Fora de x = a a fungdo é polinomial, logo derivavel. Em x = a ela precisa ser continua e
ter derivadas laterais iguais. A continuidade exige ma + b = a®. A derivada & esquerda é

2a e a derivada & direita é m. Logo m = 2a e b = a® — 2a® = —a?.

13



27. Escreva y = ¢/x, de modo que y' = —c¢/x2. No ponto P = (a,c/a), a reta tangente é

28.

29.

30.

31.

C C
y—<=—L(@—a).

a a
(a) Com y = 0 obtém-se x = 2a; com x = 0 obtém-se y = 2¢/a. O ponto médio de (2a,0)
e (0,2¢/a) é (a,c/a), que é P.
(b) Os catetos do tridingulo medem [2a| e |2c/al. A érea é 3|2a|[2c/a| = 2|c|, que ndo
depende de P.

O limite é a defini¢ao da derivada de f(z) = 2% em = = 1, pois f(1) = 1:

= f1)=a-1' =uq.

Se a é um inteiro positivo, ha outro caminho: % — 1 = (z — 1)(z* ' + 292 + ...+ 2+ 1),
e a soma das a parcelas tende a a.

A inclinacdo da tangente em (a, a?) é 2a. Para a # 0, a reta normal tem inclinagio —1/(2a):

1
y—a2:—%(a:—a).

Em z = 0eladd y = a® + % Portanto essa normal passa por (0,c) quando a? = ¢ — %
Em a = 0 a tangente é horizontal e a normal é o préprio eixo y, que passa por (0, c) para
qualquer c.

Se ¢ > %, hé trés retas normais: o eixo y e as normais nos pontos de abscissa a = +4/c — %

1 , . .
Se ¢ < 3, hd apenas uma, o eixo y.

Sim, existe. A tangente a y = 2% em x = u é y = 2ux — u?. A tangente a y = (z —p)? +¢
em z = v tem inclinacdo 2(v — p) e equacdo y = 2(v — p)x — v? + p? 4+ ¢. As duas retas
coincidem quando tém a mesma inclinagdo e o mesmo coeficiente linear:

U=v—p e —u2:—vz+p2+q.

Substituindo a primeira na segunda, (v — p)? = v — p? — ¢, isto é, 2pv = 2p? + ¢. Logo
v=p+ 4 eu=2 A tangente comum é

2p 2p
2
y=lo O
p A
4 Lo 1
Por exemplo, parap=g=1aretaéy=x— ;.
Pela Regra do Quociente:
x X x x
o ef—xe® 1-ux n,o —et—(1—-x)e* x-2
g (l’) - eQI - e ’ g (l‘) - 621 — et )
3—x r—4
1t _ (4) _
g (2) = ——, 97 @) =~
O padrao é
)y D" (@ —n)
9" (z) = =

Ele se mantém a cada nova derivacao, pois

;;[x—n} _em—(x—n)ex__x—(n—i—l)'

e - o2 - e

14



O ponto de tangéncia é (a,g(a)), com g(a) = a f(a) = ab. Pela Regra do Produto, ¢'(x) =
f(z) +x f'(x), logo ¢'(a) = b+ ac. A reta tangente é
y=ab+ (b+ ac)(z — a).

32.

33. Derivando f/(z) = #2f(z) pela Regra do Produto:

(@) =20 f2) + 22 (@) = 20 f() + 2* f(2) = (20 + 2*) f(2).

Portanto f”(a) = (2a + a*) b. Por exemplo, para a = 2 e b = 10 obtemos f”(2) = 200.

34. Pela Regra do Quociente,
(x+1)—(z—-1) 2

(z+1)2 (x4 1)
A tangente tem inclinacdo m quando (z + 1)? = 2/m, isto é, quando = + 1 = £,/2/m.
, nesses pontos y = 1 F v/2m. Usando m+/2/m = v/2m, as duas retas

/ —_—

C —1-
omoy T+ 1

tangentes sao
y=mxr+m-+1-2vV2m e y=mx+m-+1+2vV2m.

_ 1 s 1 1 _1 7
Por exemplo, para m = 5 asretas sao y = 50 — 5 e y = 57T + 5.

35. Com R = f/g, a Regra do Quociente em x = 0 da

RO = O

Aqui f(0) =0e g(0) =b. Como f'(x) = a— 922+ 252* e ¢/(x) = 922 + 362° + 812%, temos

)
1'(0) =a e ¢’ (0) = 0. Portanto
a-b—0-0 a
R(0)= ——— = .
Sejam P(t) a populacdo e A(t) a renda média per capita. A renda pessoal total é

36.
T(t) = P(t) A(t), e
T'(t) = P'(t) A(t) + P(t) A'(t).
Na data considerada, P = N, P’=n, A= R e A’ =r, logo a renda total cresce a taxa de
T' = nR + Nr déblares por ano.
O termo nR é a parte do aumento devida ao crescimento da populacdo. O termo Nr é a
parte devida ao aumento da renda média.
37. (a) f(a) = b significa que, ao preco de a ddlares por metro, sdo vendidos b metros de
tecido. f’(a) = —c significa que, nesse prego, as vendas diminuem & taxa de ¢ metros

para cada délar de aumento no preco.
(b) Pela Regra do Produto, R'(p) = f(p) + p f'(p), logo
R'(a) =b—ac.
Se b > ac, a receita aumenta quando o preco sobe, & taxa de b — ac ddblares por dolar

de aumento. Se b < ac, a receita diminui.
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38. (a) Temos F' = f'g+ fg'. Derivando cada parcela de novo:
F'=(f"g+ f'd)+(f'd +fg") = f"g+2f'd + fg".
(b) Derivando mais uma e mais duas vezes:

" — f///g + 3f"g’ + 3fl "4 fg"’,
F(4) _ f(4)g+4f///g/ + 6f// " +4f/ "y fg(4).

(c) Os coeficientes sao os do bindémio de Newton, o que sugere a férmula (de Leibniz)

n n B
FO — 3 <k> k) (k)

k=0
em que f(O) — f e g(o) =g.

39. Aplicando a Regra do Produto repetidamente:

f'(z) = (2 4 2x)e
f"(z) = (2® + 4z + 2) e’,
f"(x) = (¢® + 62 + 6) &

B (x) = (2 + 8z + 12)
FO(z) = (2 + 10z + 20)

O coeficiente de x é 2n e os termos constantes 0,2,6,12,20 sdao da forma n(n — 1). Isso
sugere a férmula

F () = [azQ +2nz 4+ n(n — 1)} e’

Indugdo. Paran =1 a férmula d4 (22 + 2x)e®, que é f'(z). Supondo a férmula valida para
n = k, derivamos mais uma vez:

FED(2) = (22 + 2k) e® + {mQ + 2kx + k(k — 1)] e’
= [#? + 20k + Dz + (k+ k] "

pois k(k — 1) + 2k = (k+ 1)k. O resultado é a férmula com n = k + 1, o que completa a
demonstragao.

40. (a) Pela Regra do Quociente, com numerador constante igual a 1:

% [g(lx)] _ 0 9@ -1-d@ _ J)

lg(x)]? @)
(b) Com g(s) = s+ ke® e ¢'(s) =1+ ke®:

;o 1+ ke®
(s + kes)?
(c) Escreva =™ = 1/2". Pela Regra do Reciproco e pela Regra da Poténcia para o inteiro
positivo n:
d na" !
% (l,—n) - _ (xn)Q — _nxn—l—Zn — _nl,—n—l.
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41. (a)
(b)

(c)

(d)

v(t) = s'(t) = —asent + beost e a aceleragao é v'(t) = —acost — bsent = —s(t).

Na posigao de equilibrio s = 0, isto é, acost + bsent = 0, ou tgt = —a/b. A primeira
solugdo positiva é t = m — arctg(a/b).

A fun¢do s é uma senoide: s = Va2 + b? cos(t — ¢), em que tg ¢ = b/a. Logo a massa
chega a va? + b2 centimetros do equilibrio. Isso ocorre quando v = 0, isto é, quando
tgt =b/a.

A velocidade escalar |v| é méxima quando a aceleragao é zero, isto é, quando s = 0: a
cada passagem pelo equilibrio, em ¢t = m — arctg(a/b) + km, com k = 0,1,2,... Nesses

instantes |v| = Va2 + b? cm/s.

42. Da figura formada pela escada, pela parede e pelo chdo, senf = z/L, isto é, x = Lsen#.
Logo

Z—Zg = Lcos®,

e para = 7/3 a taxa é L cos(n/3) = L/2 (unidades de comprimento por radiano).

43. (a)

(b)
(c)

44. Usando lim

O numerador é constante, logo

dF _ pmg(pcosd —sen)  pmg (send — pcosb)
o (usen® +cosf)2  (usenf + cosf)?

A taxa é zero quando sen 6 = pcos@, ou seja, tgd = u. Logo 0 = arctg .

Se tg 0 = u, entao

1
senH:\/llj_ilﬁ, COSQZW, wsend + cosf = /1 + p2.

Logo

Portanto m
F = A’
V14 p?
que é o menor valor da forga.
sen u
=1:
u—0 U
. sen ax . senazxr bx a 1.1 a a
1m — 111m . P . - — = —,
z—0senbr =0 ax  senbxr b b b
45. Escrevendo tgz = senz/ cos z:
l—tge cosx —senx _ 1
senz —cosx  cosw(senx —cosx)  COST
1—-tgzx 1
lim & = — = —V2.
z—m/4 SEN T — COS T cos(m/4)

46. As primeiras derivadas sao
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A forma se repete de 4 em 4, e o coeficiente do primeiro termo é a ordem da derivada. Para
k=0,1,2,...:
nsenx + rcosx sen =4k + 1,

£ () = ncosx —xsenr  sen =4k + 2,

—nsenx —xcosx sen =4k + 3,

—ncosx +xsenx sen =4k + 4.

Os quatro casos se resumem em uma Unica formula:

™ (2) = zsen <x+ n277) — n.cos (:z—i— n27r> .

Por exemplo, como 35 =4 -8 + 3, a derivada de ordem 35 é —35senxz — x cos x.
. Temos 3y = Acosx — Bsenx e y’ = —Asenz — B cosz. Substituindo:
' +y —by=[-(1+b)A— B]senz + [A— (1+b)B]cosz.
Para que isso seja igual a sen x para todo x:
—(1+b)A-B=1 e A—(1+b)B=0.

Da segunda equacdo, A = (1 + b)B. Substituindo na primeira:

1 140
B R (e s
Por exemplo, para b = 2 obtemos A = —% e B= —%.
(a) Faga t =1/z. Quando x — oo, t — 01, e
xli_}n;oarsen% = tlirgl+ Se;t =1.

(b) Como —1 < sen(1/z) < 1, temos —|z| < xsen(l/z) < |z|. Como |z| — 0 quando
z — 0, o Teorema do Confronto da

lim zsen — = 0.
z—0 X
(c) Perto da origem o grafico oscila entre as retas y = x e y = —z, com amplitude tendendo

a zero. Quando x — 400, ele se aproxima da assintota horizontal y = 1.

. A altura do tridngulo tragada de R divide 6 ao meio. Logo PQ = 2asen(6/2), e o raio do
semicirculo é asen(6/2). Assim,

1
A(0) = T a%sen? Q, B(6) = = a®sené.
2 2 2

Usando sen f = 2sen(0/2) cos(0/2):

im 714(9) = lim msen’(0/2) — lim <t Q—O
o0+ B(0) oo+ 2sen(0/2) cos(6/2) o0+ 2 ©2

O resultado nao depende de a.
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50.

51.

52.

53.

54.

55.

56.

Seja r o raio do circulo, com € em radianos. O arco mede s = rf. A corda é a base de um
tridngulo isésceles de lados r e angulo 6 no vértice, logo d = 2rsen(f/2). Entao

. . rf . 6/2
lim == lim ———— = lim ——— =1.
0—0+ d -0t 2rsen(6/2)  o—o0+ sen(6/2)

Pela Regra da Cadeia, aplicada duas vezes:

Fl(z) = f(a f(bf(x) - af'(bf(x))-bf(x).

Em z = 0 temos f(0) =0, logo b f(0) =0 e a f(0) = 0. Os trés fatores f’ sdo calculados
em O:

F'(0) = f'(0) - a f'(0) - b f'(0) = abc’.
Por exemplo, para a = 3, b =4 e ¢ = 2 obtemos F’'(0) = 96.

Seja u = Acosbx + Bsen bz, de modo que u” = —b*u e y = e*u. Entdo
Y =e* (au+'),
y" = e (a2u + 2au’ + u”) =% [(CLZ —bv?)u+ 2au'} :
Substituindo na equagao:

Y —2ay’ + (a® + %)y = ™ {(a2 —b?) u+ 20 — 2a%u — 2au’ + (a® + b?) u} =0.

Com y = €"® temos y' = re™ e y” = r2e™. A equacdo fica (r? + ar +b)e™ = 0. Como
e £ 0, é preciso que 72 + ar + b = 0:

—a+ Va2 —4b
—

T =
Por exemplo, para ¢ = —4 e b =1 obtemos r = 2 + /3.

As primeiras derivadas séo

/ /!
Yy = —asenaz, y" = —a® cos ar,

y”/ = (13 sen ax, y(4) = CL4 cosax.

Cada derivagdo multiplica por a e adianta a fase em 7/2, pois —senu = cos (u + %)

Portanto
y™ = a" cos (am + n;r) .
Por exemplo, a derivada de ordem 50 de cos 2z é 2% cos(2z + 257) = —2°0 cos 2z.

(a) Pela Regra da Cadeia:
i, ()
a ~ 1T T )

2w A 2
(b) Em ¢t =1 a taxa é WT cos (;) Para a Delta Cefeu, com T'= 5,4 e A = 0,35, isso

da cerca de 0,16.

(a) Se f é par, f(—x) = f(x) para todo x. Derivando os dois lados, com a Regra da
Cadeia no lado esquerdo, —f'(—z) = f'(z). Logo f'(—z) = —f'(z), e f' é impar.
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(b) Se f é impar, f(—z) = —f(z). Derivando, —f'(—z) = —f'(x). Logo f'(—x) = f'(x),
e f' é par.

57. (a) Pelas Regras do Produto e da Cadeia, e depois pela férmula do cosseno da soma:

1

— (sen" x cosnx) = nsen" " x cosx cosnx — nsen” xr sennx

dzx

= nsen" ! z (cos nz cosz — sennx sen )

1

=nsen" " x cos(n + 1)x.

(b) O mesmo célculo, agora com a férmula do seno da soma:

e (cos x cosnz) = —ncos" 'z senx cosnz — ncos” x sen nx
x

1

= —ncos" "z (senx cosnx + cos T sen nx)

= —ncos" 'z sen(n + 1)z

58. Pela Regra da Cadeia,

d ny __ n—1 dy
d d
A condicdo pedida é ny" ! Y _ Y Como a curva ndo tem tangente horizontal, a

dx dx’
derivada dy/dz nunca se anula e podemos dividir por ela: y

acima do eixo z, y > 0, logo
N\ 1/ (n-1)
oM
n

Por exemplo, para n =5 e k = 80 obtemos y = 161/4 = 2.

"=l = k/n. Como a curva esté

59. Um angulo de 6 graus mede 76/180 radianos. Logo, o seno de 6 graus é sen(mwf/180), com
o seno usual, em radianos. Pela Regra da Cadeia:

a n(ﬂ‘)>_f (7?9>_7f 6
a6 "\ 180/ ~ 180 “°\180) T 180 "

No tltimo membro, cosf é o cosseno de 6 graus. O fator m/180 s6 desaparece quando o
angulo é medido em radianos.

60. Pela Regra da Cadeia, @ = @ d—u Derivando esse produto em relagdo a x:
dr du dz
fy_ d (dyds dy
dz?  dx \du) dz = du dz?’
d (d d*y d
Como dy/du é uma funcao de u, a Regra da Cadeia d4 — <y> — 2V % qubstituindo:
dzx \ du du? dz

>y d%y (du>2 dy d*u

da? ~ du? \dz) " du dz®
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